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Referate. 


Geschichtliches. 


@ Heath, Thomas L.: A manual of Greek mathematies. Oxford: Clarendon press 
1931. 552 8. geb. 15/-. 

Dieses Werk ist eine Art verkürzter Neuauflage (einbändig!) der mit Recht berühmten 
„History of Greek Mathematics“ desselben Verf. Die Disposition des Werkes ist in den 
wesentlichen Punkten dieselbe geblieben, im einzelnen aber überall auf den neuesten Stand 
gebracht. Die Verkürzung ist hauptsächlich durch Weglassung aller Noten und Einzel- 
ausführungen erreicht, ohne daß aber dadurch die für einen weiteren Leserkreis nötige Voll- 
ständigkeit gelitten hätte. — Von den verschiedenen neuesten Ergebnissen der historischen 
Forschung, die in dem „Manual“ Aufnahme gefunden haben, sei nur auf eine Nachricht des 
„Appendix“ hingewiesen, da sie für die Beurteilung der Beziehungen zwischen Orient und 
Griechenland, speziell auf astronomischem Gebiet, von größter Wichtigkeit werden kann: 
Aristoteles und Kalippos seien (nach der Eroberung Babylons durch Alexander) durch Kal- 
listhenes babylonische Beobachtungsreihen übersandt worden. Eine Überprüfung dieser 
prinzipiell höchst bedeutsamen Mitteilungen ist Ref. noch nicht möglich gewesen, da die ein- 
schlägige Literatur (Arbeiten von Fotheringham) in deutschen Bibliotheken nicht zu- 
gänglich ist. -\ Neugebauer (Göttingen). 

Senn, @.: Nochmals die Experimente im Corpus Hippocratieum. Verh. nätur- 
forsch. Ges., Basel 41, 109—128 (1931). 

Auseinandersetzung mit einer Arbeit von O. Regenbogen (Quellen u. Studien z. Gesch. 
d. Math. B 1, 131ff.) über die Rolle des Analogieschlusses in der antiken Naturwissenschaft. 

Neugebauer (Göttingen). 

@ Autolykos: Rotierende Kugel und Aufgang und Untergang der Gestirne. Theodosius 
von Tripolis: Sphärik. Übersetzt u. mit Anmerkungen versehen v. Arthur Czwalina. 
(Ostwald’s Klassiker d. exakten Wiss. Begr. v. Wilhelm Ostwald. Fortgef. v. A. v. Oet- 
tingen. Neu hrsg. v. Wolfgang Ostwald. Nr. 232.) Leipzig: Akad. Verlagsges. m. b. H. 
1931: 179 8. RM. 10.80. 

Deutsche Übersetzung der im Titel genannten Werke des Autolykos und der 
Sphärik des Theodosius von Tripolis, ergänzt durch erläuternde Anmerkungen von 
Czwalina zu einzelnen Stellen. Auf weitergehende Diskussionen textkritischer oder 
_ geschichtlicher Art ist im Sinne der Sammlung verzichtet. Neugebauer (Göttingen). 

Cavazzoni, Luigi: Intorno ad aleuni problemi di Diofanto. Period. Mat., IV.s. 11, 
84—109 (1931). 

Verf. behandelt 4 Aufgaben aus der Arithmetik des Diophant, die in mehreren 
bekannten Editionen nicht vollkommen erklärt werden. Es sind die Propositionen V, 
21, 22, 27 und 28 der Tanneryschen Textausgabe: V, 21, 22: 3 Quadratzahlen von 
der Beschaffenheit zu finden, daß das Produkt derselben, wenn es um jede der Zahlen 
vermehrt (vermindert) wird, eine Quadratzahl bildet. V, 27, 28: 3 Quadratzahlen 
von der Beschaffenheit zu finden, daß die Summe je zweier derselben, wenn sie um 
eine gegebene Zahl vermehrt (vermindert) wird, eine Quadratzahl bildet. — Das Ver- 
ständnis des angewandten Verfahrens wird in V, 21 erschwert durch die von D. selbst 
als leicht bezeichnete und deshalb nicht näher erklärte Lösung der Aufgabe, 2 recht- 
winklige Dreiecke so zu bestimmen, daß das Verhältnis ihrer Flächen dem Produkt 
der Katheten eines beliebigen rationalen rechtwinkligen Dreieckes bis auf einen qua- 
dratischen Faktor gleich ist. Verf. ergänzt die fehlende Beweisführung und kritisiert 
die bisherigen Interpretationsversuche. Eine ähnliche Schwierigkeit in V, 22 kann mit 
analogen Methoden gelöst werden. In V, 27 findet Verf. den eigentlichen Schlüssel der 
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Lösung in den von einigen neueren Bearbeitern (Heath und Ver Eecke) als Inter- 
polation betrachteten Worten ai zaıywvov dodwywriov + tas negi v 6odhv 
(Tannery, I, 378, Z.13), in denen der von Diophant angewandte Kunstgriff angedeutet 
wird, eine Zahl zweimal in Faktoren zu zerlegen, die so beschaffen sind, daß ein Faktor 
der ersten und ein Faktor der zweiten Zerlegung die Katheten eines rationalen recht- 
winkligen Dreieckes sind. V,28 bildet eine Variation der vorhergehenden Aufgabe. 
Verf. erwähnt hier einige verwandte von Heron, Leonardo Pisano und Fermat 
behandelte Probleme. E. J. Dijksterhuis (Oisterwijk). 


Ludendorfi, H.: Die astronomische Bedeutung der Seiten 51 und 52 des Dresdener 
Maya-Kodex. (Untersuchungen zur Astronomie der Maya, Nr. 3.) Sitzgsber. preuß. 
Akad. Wiss., Phys.-math. Kl. H. 1/2, 8—19 (1931). 


Ludendorff, H.: Das Mondalter in den Inschriften der Maya. (Untersuchungen zur 
Astronomie der Maya, Nr. 4.) Sitzgsber. preuß. Akad. Wiss., Phys.-math. Kl. H. 3, 
40—62 (1931). 

Ludendorff, H.: Die Venustafel des Dresdener Kodex. (Untersuchungen zur Astro- 
nomie der Maya, Nr. 5.) Sitzgsber. preuß. Akad. Wiss., Phys.-math. Kl. H. 8/9, 134 
bis 142 (1931). 


MaeDonald, Thomas L.: The anagram of Gauss. Astron. Nachr, 241, 31—32 
(1931). 

Rohr, Moritz v.: Der wahre Erfinder der achromatischen Fernrohre. Z. Instru- 
mentenkde 51, 85—91 (1931). 


'Uhink, W.: Eine historische Bemerkung über das Fernrohr mit Fokussierlinse. 
(Werkstätten v. F. W. Breithaupt & Sohn, Kassel.) Z. Instrumentenkde 51, 91—93 (1931). 


Lüdemann, Karl: Zur Geschichte der Dosenlibelle. Beiträge zur Geschichte des geo- 
dätischen und markscheiderischen Messungswesens und der vermessungstechnischen In- 
strumentenkunde. Nr. 12. Z. Instrumentenkde 51, 136—144 (1931). 


Algebra, Zahlentheorie. 


Aitken, A. C.: Note on dual symmetrie funetions. Proc. Edinb. math. Soc., II. s. 2, 
164—167 (1931). 

Zwei Indexreihen heißen dual oder bikomplementär (bicomplimentary), wenn 
die eine Indexreihe gleich ist den in umgekehrter Reihenfolge angeschriebenen Diffe- 
renzen zwischen dem größten Index und den in der anderen Indexreihe fehlenden 
Indices, z.B. 1,4 und 1,2,4, wenn 0,1,2,3,4 die vorkommenden Indices sind. Es 
wird bewiesen: Zwei isobare Determinanten, deren Elemente symmetrische Grund- 
funktionen bzw. Eulersche symmetrische Elementarfunktionen sind, sind identisch 
gleich, wenn die Indices der ersten Zeilen sowie der letzten Rotten bikomplementär 
sind. Der Zusammenhang zwischen bikomplementären und konjugierten Indexreihen 
wird untersucht und als Beispiele zwei Sätze über Determinanten symmetrischer 
Funktionen von Jacobi-Nägelsbach und MacMahon gegeben. 

Karl Pingitzer (Wien). 

Garver, Raymond: An applieation of a theorem of Junker. Töhoku math. J. 33, 
260—264 (1931). 

Anschließend an die ‘Arbeit des Verf. in den Annals of mathematics (2) 29, 319 
bis 333 (1928), in der die Anwendung gewisser Transformationen zur leichteren rech- 
nerischen Durchführung der Tschirnhaus-Transformation besprochen ist, wird hier 
gezeigt, wie sich ein Satz aus der Freiburger Dissertation von J. H. Junker (Köln 1887) 
zu demselben Zweck verwenden läßt. Das wesentliche sind dabei Invarianteneigen- 
schaften der Koeffizienten der transformierten Gleichung. Schrutka (Wien). 
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Lipka, Stephan: Zur Theorie der algebraischen Gleichungen mit positiven Koeffi- 
zienten. Acta litter. ac Scient. regiae univ. hungaricae (Szeged), Sect. Sci. math. 5, 
69—77 (1931). 

Verf. stellt sich das Problem, den Satz von Kakeya zu verallgemeinern: Genügen 
die Koeffizienten der algebraischen Gleichung 


KM) = Hut: +: +2" = 0 


VE SE >. >q,>0, 
so hat die Gleichung für |z2|< 1 keine Wurzel. — Die Verallgemeinerungen bestehen darin, 
daß man die obigen Bedingungen für die Koeffizienten durch gewisse Funktionen 59, 81, n 
der Koeffizienten ersetzt, so daß die s, positiv sind und die Punkte (0, s,), (1, 51), »- . (N, 8,), 
(n + 1, 0) ein konvexes Polygon definieren. Die s, werden gewonnen als Koeffizienten eines 
Kosinus- oder Sinuspolynoms, das als Real- oder Imaginärteil eines aus f(2) umgeformten 
Polynoms entsteht. Für ein solches Polynom gilt der Satz von Fejer: 


x + Dix cosx © 
2 k=1 


ist für jeden reellen Wert von © nichtnegativ, wenn die Folge cy, C1> Cg, - - -, €, positiv 
und konvex ist. Es wird z. B. gebildet: 


J(fteP)) = a,sinp +@sin2» + --- -- a,sinngo 


den Bedingungen 


we sin?» sinnp\ _., | 
= sn 4, +4 sing = sing: 29) 
mit P(P)= St 80089 + + 8&-1C08(n — 1) 
und 9-4 ++: +, 


= 2, ++.) 
= MH + ur +) 


Sn-2 = 2q,_ 1 
5 12a, 

Wenn also die Folge 2s,, Sı, $g, - - -, 5_ı positiv und konvex ist, so ist D(p) nichtnegativ. 
Somit ist J(fte®)) am Rande der oberen Hälfte des Kreises |2|<1 mit Ausschluß der 
reellen Achse nichtnegativ. Sind die a, reell, so kann demnach f(z) nur reelle Wurzeln 
haben. Die Frage ist nun, wann die a, den geforderten Bedingungen für die s, genügen. 
Das ist z. B. der Fall, wenn ,>0, >24, %>24;,..., _ı>2a,>0 ist. Dies 
liefert den ersten Satz des Verf. Weitere Umformungen von f(2) auf ein Kosinuspolynom 
gelingen durch Bildung des „inneren Produktes‘ von zwei analytischen Funktionen: dp=g(z), 
w=h(z2). Z.B. ist für 


) 
I) ut? + + er 
(mb) = z + (a, + Q,) cos > 2 ar cosko. 


Unter Heranziehung des Fejerschen Satzes folgt, daß im Falle der eigentlichen Konvexität 
der positiven Koeffizientenfolge 2a], @au + Qy, Aa, Ay, *:', d„, (D + m) ein positives Cosinus- 
polynom ist. Um etwas über die Wurzeln von f(z) = 0 auszusagen, hätte man nur einen 
Satz nötig, der etwas über die Wurzeln von g(z) = 0 und h(z) = 0 aussagt, wenn (b - iv) 
stets positiv ist. Demgemäß zeigt der Verf.: Im Innern und am Rande des Einheits-: 
kreises seien d = h(z), w = g(z) reguläre Funktionen; dp und mw seien Vektoren in der kom- 
plexen Zahlenebene. Auf dem Rande des Kreises sei = h(2)#0. Ist das skalare Produkt 
(0-mw) am Rande des Einheitskreises immer positiv oder negativ, so haben h(z) und g(2) 
im Innern des Einheitskreises gleichviel Nullstellen. Für g(@) =2, fr) = +2 +: 
+ a,z” folgt dann unmittelbar: Die Gleichung f2) =%+2+ ---+.a,2"=0 mit posi- 
tiven Koeffizienten besitzt genau eine Wurzel im Innern des Einheitskreises, wenn die posi- 
tive Koeffizientenfolge 2a,, @ + Qy, Az, .. ., a„ eigentlich konvex ist. Ist p = g(z) = 2” und 
mw = h(z) = f(z), so erhält man entsprechende Sätze. Ebenso ergibt die vollständige Aus- 
sage des Fejerschen Satzes über Kosinuspolynome mit konvexer Koeffizientenfolge weitere 
Veraligemeinerungen der angeführten Sätze. Wegner (Göttingen). 
Egerväry, E.: On a generalisation of a theorem of Kakeya. Acta litter. ac Scient. 


regiae univ. hungaricae (Szeged), Sect. Sci. math. 5, 78—82 (1931). 
Ausgehend von dem Satze von Pellet: Wenn die Gleichung 
loltlale+t +14 ln ler let = 
8% 
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2 positive Wurzeln », und 1,>r, besitzt, dann hat die Gleichung 
taz + tm" =0 

» Wurzeln, deren Moduln nicht größer als r, sind und n— » Wurzeln, deren Moduln 

nicht kleiner als r, sind, (dieser Satz ist, wie der Verf. zeigt, eine einfache Verall- 

gemeinerung der trivialen Tatsache, daß die Moduln der Wurzeln einer algebraischen 

Gleichung c, + 42 + -- + c„2” = 0 nicht größer sind als die einzige positive Wurzel 


von 
alt at + net Iml2=0), 
beweist der Verf.: Genügen die Koeffizienten der Gleichung 
Id) +42 +9? +. +, "=0 


den Bedingungen FRR wor ei 
P.0%ı1 - (PP). +%-1>0, v=0, 1,2, mE 
m-+|],...,n; 


wobei P> o > Oist, dann liegen m Wurzeln in dem offenen Bereich |2| < o und n—m 
Wurzeln in dem offenen Bereich |2| > P. Bemerkt wird noch, daß der genannte Satz 
den Kakeyaschen Satz als Spezialfall enthält. Wegner (Göttingen). 

Foulkes, H. 0.: The resolvents of an equation of the seventh degree. Quart. J. 
Math., Oxford ser. 2, 9—19 (1931). 

Dem Verf. gelingt es nach den klassischen Methoden der Galoisschen Theorie, zu 
einer in einem Rationalitätsbereich irreduziblen Gleichung 7. Grades die Galoissche 
Resolvente aufzustellen. Man bestimmt zunächst die transitiven Permutationsgruppen 
des Grades sieben (es gibt deren sieben mit den Ordnungen 5040, 2520, 168, 42, 21, 
14, 7, von denen die vier letzten auflösbar sind) und sucht dann Funktionen von sieben 
Variablen, die die einzelnen Gruppen gestatten. Die verschiedenen Werte, die eine 
solche Funktion bei allen Permutationen der symmetrischen Gruppe gestatten, sind 
dann die Wurzeln der zugehörigen Resolvente. Die überaus mühselige Rechnung wird 
durch mehrere Kunstgriffe wesentlich vereinfacht. Wegner (Göttingen). 

Albert, A. Adrian: On direet products, eyclie division algebras, and pure Riemann 
matrices. Träns. amer. math. Soc. 33, 219—234 (1931). 

Es werden hyperkomplexe Systeme o über einem kommutativen Körper K der Charak- 
teristik Null betrachtet, der ohne wesentliche Einschränkung als Unterring von vo angenommen 
werden kann. o heißt normal bez. K, wenn K das Zentrum von o ist. Über diese normalen 
hyperkomplexen Systeme wird bewiesen: 1. Stellt man ein einfaches normales hyperkomplexes 
System o nach Maclagan-Wedderburn dar als vollständigen Matrizenring in einem (nicht 
notwendig kommutativen) Körper P, so wird P normal bez. K. Umgekehrt ist ein vollstän- 
diger Matrizenring in einem bez. K normalen Körper endlichen Grades ein normales hyper- 
komplexes System. 2. Das direkte Produkt zweier einfacher bez. K normaler hyperkomplexer 
Systeme ist wieder einfach und normal bez. X. Und umgekehrt: Wird das einfache bez. K 
normale hyperkomplexe System o direktes Produkt vo = o, X 0, zweier hyperkomplexer 
Systeme o, und o,, so sind vo, und o, einfache normale hyperkomplexe Systeme. 3. Ist das 
einfache normale hyperkomplexe System o direktes Produkt vo = ov, X 0, und sind o und 9, 
vollständige Matrizenringe, so auch o5. 4. Zu einem normalen (nicht notwendig kommuta- 
tiven) Körper f, vom Grade n? über K existiert immer ein normaler Körper f, desselben 
Grades, so daß das direkte Produkt o =, x f, vollständiger Matrizenring in X wird. 5.-Ist 
der vollständige Matrizenring vo direktes Produkt der beiden normalen Körper f, und f,, so 
haben beide denselben Grad bez. K. Für die spätere Anwendung auf Riemannsche Matrizen 
ist vor allem von Bedeutung: 6. Dann und nur dann ist der normale Körper f des Grades n? 
als ein Unterring des Ringes aller m-reihigen quadratischen Matrizen in K darstellbar, wenn 
m durch n? teilbar wird. Es gilt noch: 7. Das direkte Produkt zweier normaler Körper von 
den zueinander teilerfremden Graden m? und n? ist wieder normal. Alle bisher genauer unter- 
suchten normalen Körper von endlichem Grade über X sind zyklisch. Unter einem zyklischen 
hyperkomplexen System vo versteht man ein solches vom Grade n? über K mit den Basis- 
elementen & f* (r, s=0,1,...,n — 1), wo x und £ den folgenden Bedingungen unterworfen 
sind: a) f=x #0, x aus K. b) « ist Nullstelle eines Galoisschen Polynoms f(x) = (x — «) 


(2 — 08)... (x — @°""') mit zyklischer Gruppe, deren erzeugende Substitution Sist. ce) daß -! 
= o°. Für die allgemeinen zyklischen Körper vom Grade n? wird die Untersuchung ihrer 
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Struktur zurückgeführt auf solche von Primzahlpotenzgrad p2° mittels 8. Ist n = DE DIE 
die Zerlegung von r in paarweise teilerfremde Primzahlpotenzen und f ein zyklischer Körper 
vom Grade n? über X, so wird f das direkte Produkt von t zyklischen Körpern f; vom Grade 
pz“%. Umgekehrt sind alle solchen direkten Produkte wieder zyklische Körper. Wedder- 
burn bewies: Das zyklische hyperkomplexe System o ist Körper, wenn keine Potenz #’ (r < n) 
Norm (= Produkt der konjugierten) eines Elementes aus K[«] ist; für n = 2 oder n = 3 genügt 
es sogar schon, daß x selbst nicht Norm eines Elementes aus K[«] wird. Hiervon gilt folgende 
Ausdehnung und Umkehrung: 9. Ist p Primzahl und o ein zyklisches hyperkomplexes System 
vom Grade p? über K, so ist o dann und nur dann Körper, wenn x niemals Norm eines Ele- 
mentes aus KX[«] ist. Ist f zyklischer Körper vom Grade n? mit n = p& ... pt und »° Norm 
eines Elementes aus K[a], so wird s teilbar durch 9, ... p,. Diese Resultate erlauben, 4. zu 
verschärfen in einem Spezialfall: Sei f, ein zyklischer Körper vom Grade p2, f, ein normaler 
Körper desselben Grades (p Primzahl). Dann und nur dann ist das direkte Produkto=f#, x 
vollständiger Matrizenring, wenn f, zu f, isomorph ist. Die vorstehenden Ergebnisse werden 
angewandt auf die Theorie der reinen Riemannschen Matrizen (s. Krazer-Wirtinger, 
Abelsche Funkt. u. allg. Thetafunkt.; Enzyklop. d. math. Wiss. II B %, 114; ferner G. Scorza, 
Intorno alla teoria gen. delle matrici di Riemann e ad alc. sue applic.; Rendiconti Palermo 
41 [1916], 263—380). Es wird vor allem gezeigt: 10. Der Multiplikabilitätsindex A einer reinen 
Riemannschen Matrix vom Geschlecht p in einem reellen Körper ist ein Teiler von 2p. Zu- 
letzt werden noch normale Körper vom Typus R, betrachtet. Man versteht darunter einen 
normalen Körper f vom Grade n?, der ein Element & enthält, das Nullstelle eines Galoisschen 
Polynoms f(x) mit Koeffizienten aus K vom Minimalgrade n ist. Bedeuten 8, T, ... die 
n Automorphismen der Galois-Gruppe von K(«) bez. X, so zeigt man, daß f eine Basis der 
Form a’ 18, hat 5=]1,..., n), wo die ß,, Pr, ..... gerade n den Automorphismen entsprechende 
Elemente aus f sind, für die gilt: a) #5 = 1 (E die Gruppeneinheit), b) ßs& ßz! = aS, c) Prßs 
—= Qr,sßsr mit Elementen g,, aus K[a]. Hierüber wird schließlich gezeigt: 11. Eine reine 
Riemannsche Matrix über einem reellen Körper K habe als zugehöriges Multiplikationssystem 


einen normalen Körper f vom Typus R,; die Nullstellen &°, «7, ...,.... des durch das ausge- 
zeichnete Element x bestimmten Polynoms f(x) aus K vom Grade n seien entweder alle reell 
oder alle imaginär. Dann wird n eine Potenz von 2. Grell (Jena). 


Albert, A. Adrian: On normal division algebras of type R in thirty-six units. Trans, 
amer. math. Soc. 383, 235—243 (1931). 

Von den im vorangehenden Referat zuletzt besprochenen normalen Körpern vom Typus 
R= R, sind die einfachsten diejenigen, bei denen die Galois-Gruppe von K («) bez. K zyklisch 
wird. Man kennt bislang noch keine Körper vom Typus R,„von nichtzyklischer Struktur. 
In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß für n = 6 alle diese Systeme zyklisch sind. 

Grell (Jena). 

Zänyi, Läszlö: Zur Theorie der identischen Kongruenzen mit Idealmoduln. Acta 
litter. ac Scient. regiae univ. hungaricae (Szeged), Sect. Sci. math. 5, 117—131 (1931). 

Für ein Polynom mit ganzen algebraischen Koeffizienten aus einem endlichen 
algebraischen Zahlkörper wird mod. einem beliebigen ganzen Ideal dieses Körpers eine 
identische Kongruenz abgeleitet, die als Spezialfälle die früher von M. Bauer, H.S. 
Vandiver, G. Rados, Ö. Ore und 8. Lubelski angegebenen enthält. Grell (Jena). 


Thompson, William R.: On the possible forms of diseriminants of algebraie fields. 
I. Amer. J. Math. 53, 81—90 (1931). 

Ist $ ein endlicher algebraischer Zahlkörper vom Grade n, (p) = pf!... pjr die 
Zerlegung einer rationalen Primzahl p in Primideale p; vom Grade f;, so wird nach 
dem Dedekindschen Differentensatz die Diskriminante d des Körpers genau teilbar 


\g 
durch p® mit e= Di fit —1+ 0), wobei die Supplementzahlen 0, nichtnegative 
1 


ganze Zahlen sind, die dann und nur dann >] ausfallen, wenn das zugehörige e; = 0 (p) 

ist. Nach Ore ist bei festem n und p dieser Exponent e gelegen zwischen 0 und einer 

Schranke N (n, p), die sich folgendermaßen bestimmt: Schreibt man n als p-adische 
q 


Zahl, n > b„p* mit O<b„<<pund bezeichnet sdie Anzahl der von Null verschiedenen 
q 


“=0 
b„, so ist N(n, p) = [d.(& + 1)p*]— s. In der vorliegenden Arbeit wird unter- 
o=0 , S 
sucht, welche Werte zwischen diesen Grenzen O0 und N (n, p) für e möglich sind. Das 
Resultat lautet: 1. Für p + 2kommen alle Werte einschließlich der Grenzen in Betracht, 
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ausgenommen die Zahlen &p*—1, wenn n=p* oder «>1lundn=p* +1 ist. 
2. Für p = 2 lautet das Gesetz genau so, doch ist überdies für alle n die Zahl 1 eine 
universelle Ausnahmezahl. Grell (Jena). 

Nagell, Trygve: Zur Theorie der algebraischen Ringe. J. f. Math. 164, 80—84 (1931). 

Der Satz von Minkowski (Diophantische Approximationen, 8.133), daß es nur 
endlich viele algebraische Zahlkörper von gegebener Diskriminante gibt, wird mit 
Minkowskischen Mitteln auf beliebige aus ganzen algebraischen Zahlen bestehende 
Ringe ausgedehnt, die über dem Ring der ganzen rationalen Zahlen von endlichem 
Rang sind; anders ausgedrückt: auf Ideale in den Ordnungen endlicher algebraischer 
Zahlkörper. Die Diskriminante D des Ringes R bedeutet dabei die Diskriminante 
einer linear-unabhängigen Modulbasis von R. Der Ring R ist bekanntlich in dem 
Modul enthalten, dessen Basiselemente die durch die Diskriminante D(£) von & divi- 
dierten Zahlen 1,&,&2,...,&""1 sind, wobei & eine Zahl aus R vom höchsten vor- 
kommenden Grade rn ist. Für eine aus Linearkombinationen dieser n-Brüche bestehende 
„dreieckige“ Modulbasis von R stellt Verf. eine Normalform mit möglichst kleinen 
Koeffizientenbeträgen auf. In Anbetracht des Nenners D(£) sind hierin die Koeffi- 
zienten von &, &2,..., &”"1 dem Betrage nach höchstens gleich 1, während die Schranke 
für die konstanten Glieder nur von D, nicht von D(£) abhängt. Verf. beweist nun 
das Vorhandensein einer Zahl aus R vom Grade n, die nebst ihren Konjugierten dem 
Betrage nach unterhalb gewisser durch D gegebenen Schranken liegt. Indem er für 
das obige & diese Zahl nimmt und die Beschränktheit des Grades n bei gegebenem D 
beachtet (diese folgt sofort aus der entsprechenden Tatsache für Hauptordnungen), ge- 
langt er zu dem angegebenen Satz. Werner Weber (Göttingen). 

Bell, E. T.: Rings of ideals. Ann. of Math., II. s. 32, 121—130 (1931). 

Der De der vom Nullideal verschiedenen ganzen und gebrochenen Ideale eines 
endlichen algebraischen Zahlkörpers K wird zu einem Ring gemacht. Nachdem die 
von Null- und Einheitsideal verschiedenen Primideale von K in eine Reihenfolge 
P1> Pa; Pa, - . . gebracht sind, wird jedem Ideal a + (0) die Folge Z(a) = (x,) der in der 
eindeutigen Darstellung a = pi! p% p3° --- auftretenden ganzen rationalen Expo- 
nenten x, zugeordnet. Das größte n mit x, + O0 heißt die Ordnung (order) von E(a). 
Ist Z(b) = (y,), so werden a[+]b, al—]b und a[-]b als die zu den Folgen (x, + %n), 
(2% — y,) und (2, * %,) gehörigen Ideale erklärt. Als Addition und Subtraktion treten also 
die gewöhnliche Idealmultiplikation und -division auf. Gegenüber diesen Verknüpfun- 
gen bilden die Ideale einen Ring R, dessen Nullelement O das Einheitsideal von X ist. 
Der Ring R wird angeordnet: es wird a[>]0 gesetzt, wenn a # 0 ist und das erste 
nichtverschwindende der dem a zugeordneten x, positiv ist. a[>]0 heißt insbesondere 
positiv, wenn unter den x, überhaupt keine negativen vorkommen. Für die Ver- 
knüpfung [>]gelten die üblichen Rechenregeln bis auf das Distributivgesetz, das nur 
in folgender eingeschränkter Fassung gilt: Ist a[>]b, c positiv, so ist a[l-]Je[>]b[-]c 
oder a[-]Jce = b[-]c. (Entgegen der Behauptung des Verf. kann das Gleichheitszeichen 
auch dann gelten, wenn die Ordnung von E(c) mit der größten der Ordnungen von 
E (a) und E(b) übereinstimmt: offenbar ist p} pa [>] Pa, pa positiv, aber p, pa [-] Pa = Pa 
=Ps[’]P,.) In R besteht die eindeutige Faktorzerlegung der Elemente. Mit der Prim- 
idealzerlegung in K hat diese Zerlegung nichts zu tun. Der Bau eines Hauptideals in R 
ergibt sich am Schluß der Arbeit von selbst. W. Weber (Göttingen). 

Daus, P. H.: A condensed table of linear forms. Bull. amer. math. Soc. 37, 125 
bis 128 (1931). 

The prime divisors of the quadratic form x? + Dy? belong to certain linear forms 
2Dz-+r, or 4D2+r,. I two such forms are 2D2-+r, and 2Dz2-+r, then also 
2Dz-+r,r, is a linear form of divisors of &® + Dy?. Hence, to caleulate all the num- 
bers r; for a given D it is only necessary to calculate some of them and to find the 
others by multiplication (mod2D or 4D). This paper indicates how, by a table of 
primitive roots of primes, a minimum number of entries r; may be made from which 
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all the others may be obtained. Two cases: D prime and D composite, Numerical 
illustrations for D=-+ 13, 26, 39, 65, 143, 247. N.G. W. H. Beeger (Amsterdam). 

© Nielsen, Niels: Recherches numerigques sur certaines formes quadratiques. Copen- 
hague: Levin & Munksgaard 1931. XI, 160 8. 

Une condition necessaire, mais non suffisante, que l’&quation indeterminee 
2? — ay? = best resoluble est, que a soit un nombre de la forme «a = p? — bg?. Abstrac- 
tion faite des cas speciaux b=— 1,2, — 2, nous ne possedons aucun moyen general 
de decider si l’equation ind&terminde est r&soluble ou non. On sait que les denomina- 


teurs des quotients complets qu’on trouve en developpant Ya en fraction continue, 
sont des nombres b pour lesquels l’&quation indeterminde est r&soluble. Les vingt- 
quatre tables du present livre donnent pour tout nombreb=-+2,3,...10, les nom- 
bres a < 10000 pour lesquels l’e&quation indeterminde est resoluble ou non; & tout 
nombre a est ajoutee une representation par la forme p® — bg?; pour b positif l’auteur 
s’est efforc€ de donner celle qui correspond aux plus petites valeurs de p et g, et s’il y 
en a d’autres pour b negatif, l’auteur donne toutes les repr&sentations. En outre on dit 
que@est de premiere ou de secondeespece selon quel’&quationindeterminee 2 —ay? =—-1 
est resoluble ou non; et dans les tables les nombres a sont divises en ces deux esp£ces. 
Si p est un diviseur premier de la forme 2? — ay? il existe un plus petit exposant » 
(qui peut &tre egal a ’unite) de sorte qu’au moins une des deux &quations ind6ter- 
minees ©? — ay? =-+p” est resoluble. Soient »,, v5, ..., v, ces exposants des diviseurs 
premiers de la forme x? — ay? qui sont plus petits que Ya; soit enfin m le plus petit 
commun multiple de ces exposants, au moins une des deux @quations ind&termindes 
x? — ay? = 4 p” est resoluble quel que soit le diviseur premier p de la forme ©? — a y?. 
On trouve cet exposant m dans les tables. N.G. W. H. Beeger (Amsterdam). 


Bell, E. T.: Singular relations between certain arithmetical funetions. (California 
Inst. of Techn., Pasadena.) Trans. amer. math. Soc. 33, 65—71 (1931). 

Singuläre Beziehungen zwischen zahlentheoretischen Funktionen f,(),..., f(x) 
werden hier Gleichungen a, fi(2) + :-- + a, f,(2) = 0 genannt, die nur eine endliche 
Anzahl (einschließlich 0) Lösungen in positiven ganzen Zahlen x haben. (So z.B. hat 
9(2) = x nur die Lösung 2 =1.) Bisher sind nur etwa ein Dutzend solcher singu- 
lärer Beziehungen bekannt gewesen; hier werden etwa 50 neue hinzugefügt. Es werden 
zunächst eine Anzahl von Hilfssätzen über Zerlegungen der Formen 2? + y?, 2? + 2°, 
2?+ y® + 2? u. dgl. zusammengestellt. Dabei wird eine Bezeichnung für die Anzahlen 
solcher Zerlegungen, wie sie Vahlen in Crelles J. 112, 2 (1893) zuerst angewendet 
hat, herangezogen: N(n = 2? + y?) bedeutet die Anzahl der Zerlegungen von n in 
2 Quadrate beliebiger Zahlen, R(n = x? + y?) die Anzahl der Zerlegungen in 2 Qua- 
drate nicht negativer Zahlen, R’(n = x + y?) die Anzahl der Zerlegungen in 2 Qua- 
drate verschiedener nicht negativer Zahlen. So z.B. ist R(n= x? +3y?) = R(n=x°-+3y?) 
— R(n = 4x2). Die nun folgenden singulären Beziehungen enthalten Aussagen über 
die Summe der Teiler der Zahlen, die Unterschiede der Anzahlen der Teiler, die ver- 
schiedene Formen nach den Moduln 3, 4, 8 haben, die Funktion, die für ein positives 
Quadrat 1, sonst O ist, die Anzahl der Zerlegungen in 3 Quadrate, die Klassenanzahl 
der binären quadratischen Formen als Funktion der Determinante (in der Darstellung 
wie in H. J. $. Smiths Report). Schrutka (Wien). 

Lubelski, S.: Beweis und Verallgemeinerung eines Waring-Legendreschen Satzes. 
Math. Z. 33, 321—349 (1931). 

Es wird der Zusammenhang zwischen den Darstellungen einer Zahl durch die 
Form 2? + Dy? und den Darstellungen ihrer Teiler untersucht. Der sich auf diesen 
Zusammenhang beziehende Waring-Legendresche Satz wird auf beliebige algebraische 
Zahlkörper ausgedehnt, wozu eine entsprechende Definition der „Gleichheit zweier 
Darstellungen“ und des Begriffes „relativ prim“ in einem Körper K(Q) gegeben werden. 
Im 1. Teil wird ein symbolischer Multiplikationskalkül mit den Darstellungen durch 
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x2 + Dy? eingeführt und damit und mit Hilfe einer verallgemeinerten Dirichletschen 
Formel gezeigt: Sind M,, M;,..., M„ voneinander verschiedene Primzahlen, ist 
M = M4M& ... M%, M und 2D rel. prim und M, m,-mal durch verschiedene 
Paare konjugierter Formen eigentlich darstellbar, so beträgt die Anzahl der ver- 
schiedenen Darstellungen von M 
(a + 1)(a +1)... (m +1) (mim; ... mn) — (mm, ».. m, — 1); 

wo My, My, . . . Ir, alle möglichen Produkte aus den Zahlen m, my,..., m„, für die 
der entsprechende Exponent a; gerade ist, durchläuft. Im 2. Teil wird die Umkehr- 
barkeit des verallgemeinerten Waring-Legendreschen Satzes behandelt und bewiesen: 
Ist M=M4 M& ... Mir(M, 2Drel. prim, M, voneinander verschiedene Primzahlen), 
so ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß M durch die Form 
x: + Dy? genau (a,+1)...(a„-+1)-mal darstellbar ist, die, daß M wenigstens 
einmal darstellbar ist und die Zahlen M? eigentlich darstellbar sind. Im 3. Teil werden 
Anwendungen auf den reellen Körper K(Q) (Verallgemeinerungen eines Tschebyscheff- 
schen Satzes über die Lösungen von eM = x? — Dy?, we=+1,M>0,D>0) 
und den Körper der rationalen Zahlen gegeben. Karl Pingitzer (Wien). 

Mordell, L. J.: The condition for integer solutions fa&® +? +c?+a?=!(. 
J. f. Math. 164, 40—49 (1931). 

A. Meyer hatte im Jahre 1884 mit Hilfe tiefliegender Sätze aus der Theorie der 
ternären quadratischen Formen.unter gewissen Einschränkungen über die Koeffi- 
zienten notwendige und hinreichende Bedingungen für die Auflösbarkeit der in der 
Überschrift genannten Diophantischen Gleichung sowie einiger eng mit ihr zusammen- 
hängender Gleichungen hergeleitet. Verf. beweist diese Kriterien aufs neue auf ele- 
mentarem Wege, und zwar ohne Einschränkungen über die Koeffizienten (abgesehen 
von ganz trivialen). Sein Hilfsmittel ist Legendres bekannter Satz über die Diophan- 
tische Gleichung A®® + BE +022=0. Bessel-Hagen (Bonn). 

Oppenheim, A.: Note on some linear Diophantine inequalities. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 27, 24—25 (1931). 

Mordell hat kürzlich [Proc. Cambridge Phil. Soc. 36, 489—490 (1930)] bewiesen: 
Bei reellen Zahlen A, B,C, D, P,Q mit A=AD— BC =0 und ABC =>O sind die 
Ungleichungen | Ax +By+ Pl<%|4A|, |Cxa+Dy+Q| =}|D| in ganzen ratio- 
nalen Zahlen lösbar. Aquivalent mit dieser Aussage ist folgende: Bei reellem a,b, &, 7 
mit O<ab<1 sind die Ungleichungen |«— &—a(y—n) |<#, |—b(2—&)+y—n| 
<}# in ganzen rationalen Zahlen x, y lösbar. Für diese letzte Formuherung gibt der 
Verf, einen neuen, auf einfachsten Fallunterscheidungen oder geometrischen Inter- 
pretationen beruhenden Beweis. Grell (Jena), 

Wenkov, B. A.: Über die Klassenanzahl positiver binärer quadratischer Formen. 
Math. Z. 33, 350—374 (1931). 

In der vorliegenden Arbeit, die früher in russischer Sprache in den Nachrichten 
der Akademie der Wissenschaften der USSR., Math.-physik. Klasse 1928, Nr. 4—7 
erschienen ist, wird ein rein arithmetischer Beweis für gewisse Formeln von Dirichlet 
gegeben, die früher nur durch Anwendung der Infinitesimalrechnung hergeleitet worden 
sind und die sich auf die Klassenzahl der binären quadratischen Formen 

ax +2bxy+ ey? 
negativer Determinante b®? — ac—=— m beziehen. Unter der Voraussetzung, daß m 
eine von 1 und 3 verschiedene, durch keine Quadratzahl teilbare positive ganze Zahl 
ist, zeigt der Verf., daß die betreffende Klassenzahl vermittels des Jacobischen Sym- 
bols für m =4n-+1 und m =4n-+ 2 durch die Formel 


29) 


für m =8n + 3 durch die Formel 
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darstellbar ist, wo a alle positiven zu 2m teilerfremden ganzen Zahlen <m zu durch- 
laufen hat. P.J. Myrberg (Helsinki). 

Jones, Burton W.: A new definition of genus for ternary quadratie forms. Trans. 
amer. math. Soc. 35, 92—110 (1931). 

Verf. leitet zunächst eine Reihe von Sätzen über quadratische Kongruenzen ab. 
Dann folgt der Hauptsatz: Jeder ternären quadratischen Form f mit der Hesseschen 
Determinante Z lassen sich arithmetische Reihen zuordnen: 

2(8n + «)), "(nr + a;,), RO, el, 224...) (1) 
so daß jede ganze Zahl, die in einer Reihe vorkommt, durch f nicht dargestellt wird 
und daß für jede Zahl a, die nicht vorkommt, die Kongruenz /= a (mod N) für be- 
liebiges N lösbarist. Hierbei bedeuten: p; ungerade Primfaktoren von H, a;; sind einige 
oder alle Zahlen des vollständigen Restsystems modp;, r und r; durchlaufen einige 
oder alle positiven ganzen Zahlen und die Null und a; sind einige, keine oder alle 
der Zahlen 1, 3, 5, 7. (In der Arbeit werden während des Beweises die Reihen (1). noch 
genauer angegeben.) Mit Hilfe der Hesseschen Determinante 4 und der Reihen (1) 
wird das Geschlecht definiert: Alle Formen mit derselben Hesseschen Determinante 4 
und denselben zugeordneten Reihen bilden ein Geschlecht. Mittels Z und der Reihen (1) 
kann auch die Ordnung der Form f bestimmt werden. Die neue Definition des Ge- 
schlechtes ist äquivalent der Definition von Smith (Collected Mathematical Papers 1, 
455—509), der das Geschlecht mit Hilfe der quadratischen Charaktere definiert hat. 
Zuletzt werden für die reduzierten, eigentlich primitiven Formen mit der Hesseschen 
Determinante 18 die zugeordneten Reihen aufgestellt. Hofreiter (Wien). 

Uspensky, J. V.: A method for finding units in eubie orders of a negative diseriminant, 
Trans. amer. math. Soc. 33, 1—22 (1931). 

Uspensky schlägt eine neue Methode für den in der Überschrift genannten Zweck 
vor, die er durch eine Abänderung von Zolotareffs Methode aus dem Jahre 1869 fand. Im 
Vergleich mit Voronois Methode (1896), die er für die beste bisher bekannte erklärt, bean- 
sprucht U. nicht unbedingt größere Handlichkeit seiner neuen Methode; erst die Durchrech- 
nung einer größeren Anzahl von Beispielen könne darüber entscheiden. Die Grundzüge der 
neuen Methode sind folgende: Erstens weist U. die Existenz einer speziellen Basis 1, &, ß 
für die Zahlen jeder reellen kubischen Ordnung mit negativer Diskriminante —D (D> 0) 
nach, bei der erstens «ß ganz rational, zweitens die positiveZahl — (@x’— &”)+2(&— a’) («— a”) 
—- «&’, &” bezeichnen die beiden komplexen Konjugierten zu x — möglichst klein ist, und lehrt 
eine solche Basis wirklich finden. Zweitens bildet er zwei ternäre quadratische Formen 
/(z,y, 2), F(X, Y,Z) mit positiven Diskriminanten folgendermaßen: Für eine nach obiger 
Vorschrift gebildete Basis setzt er 

p=x+ay+Pßz (1) 
und definiert unter Einführung eines stetig veränderlichen positiven Parameters 4 (nach 
Hermites bekanntem Vorbild): 


o? 
f=2Po’+ BA (2) 
F ist die adjungierte Form zu f und läßt sich, wenn ® durch 
(a — &) = (a? — «&” ß’) ER + (9 — p”) Y+ (a — a)Z (3) 


erklärt wird, in der Gestalt: 


F=—(v"— on) o8 + 2(& — a’) (x — a”) w’w’’ 


, 4) 


schreiben. Die Diskriminante von f ist D/A, die von F ist D2/4?. Drittens beweist U.: 
Zu jedem positiven A gibt es zwei aus teilerfr. ganzen rat. Zahlen bestehende Tripel x, y, 2; 
X, Y, Z, derart, daß gleichzeitig 


4 (D\t 4 (D\t 
und 


gilt, und zeigt unter der weiterhin beibehaltenen Einschränkung D > 76 — die endlich vielen 
Tälle mit D< 76 sind ohne Mühe zu erledigen —, daß insbesondere für 4 =1 nur Tripel- 


s 1800 
paare | = 4 4 der Gestalt | oder k: 


E x in Frage kommen, daß 
Yam7 00 +1 Or: 
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also entweder = +1 oder 9=-+1 wird. Viertens bildet er eine unendliche Folge von 
%  % a) 


Tripelpaaren: 
at z % % zn na (7) 
Xo Y, Zo X, Yı Zı z X, Y, 2a i ; 


indem er von dem zu A=1 gehörigen Tripelpaare 


%o.:: Yo „Zl...f}.09 0 
x 794.20) Or 0 
ausgehend, A stetig wachsen läßt, bis eine der Ungleichungen 
4/D\ 4/D\t 
(&o» )<z |) ’ F(X,, Y.2)<z(F) 
unrichtig wird und in eine Gleichung übergeht. Dies geschehe für A=4,. Zu 4, läßt 
sich dann ein neues Tripelpaar (be Yı il Ypestimmen derart, daß (5), (6) gilt für 


X 7 


x 5 5 [7 g: 2. und 4 Re folglich auch für ,=4<4,, wo 4, die- 


jenige positive Zahl > 4, ist, für die eine der Ungleichungen wieder in eine Gleichung über- 
% %ı % 
RE ETSRE7, 
stellt sich dann auf Grund des erwähnten Satzes über "die zu A = 1 gehörigen Tripel heraus, 
daß, wenn E die Fundamentaleinheit > 1 der Ordnung und e die zu ihr reziproke E-1 be- 
zeichnet, das zu A=E? gehörige Tripelpaar entweder #9” =s oder ® = liefert. Um 
also & einzufangen, braucht man nur die Reihe der Tripelpaare (7) genügend weit fortzusetzen 

und aus den Reihen der entsprechenden Zahlen: 
nr MM MP 


@9> @15 Bgy ++. 


geht. Dann wird ein neues Tripelpaar zu 4A, bestimmt, usf. Fünftens 


(8) 


(durch Normbildung) die Einheiten auszulesen. Da aber a priori nicht feststeht, wann das 
„genügend weit‘ erreicht ist, untersucht U. sechstens, wann bereits die erste in einer der 
Reihen (8) vorkommende Einheit die Fundamentaleinheit e ist, mit dem Ergebnis, daß die erste 
vorkommende Einheit entweder e selbst oder 2 ist, letzteres aber höchstens in dem Falle, 
daß s die zweigliedrige Gestalt a + ba hat, so daß stets die Aufsuchung der ersten in den 
‚Reihen (8) auftretenden Einheit ausreicht, um se zu bestimmen. — Den Schluß bilden zwei 
ausführlich durchgerechnete Zahlenbeispiele. Bessel-Hagen (Bonn). 


Arwin, A.: Two-dimensional chains. Amer. J. Math. 53, 91—102 (1931). 

Im Anschluß an die Perronschen Arbeiten über die Jacobischen Kettenbrüche 
von quadratischen Irrationalzahlen und deren Periodizitäts-- und Approximations- 
eigenschaften behandelt der Verf. dieselben Fragen für „zweidimensionale Ketten- 
brüche“, wenn u, und u, als 2 unabhängige kubische Irrationalzahlen vorgegeben sind. 
Gegenüber den Perronschen Resultaten [Math. Ann. 83 (1921)] kommt er hier weiter 
durch Heranziehung des Minkowskischen Satzes, wonach ein konvexer Körper vom 
Volumen 8, dessen Mittelpunkt ein Gitterpunkt ist, noch einen weiteren Gitterpunkt 
enthalten muß. Durch «, und u, ist der Vektor —— u,2=0; Yy— Uz2 = 0 gegeben, 
der senkrecht steht auf der Ebene u, + 4y+2=0. Es sei A,(z,, %Y,, 2,) eine Folge 
von Gitterpunkten, dadurch charakterisiert, daß ihre Abstände o, vom Vektor, h, 
von dieser Ebene möglichst klein sind, jedoch mit 0, > 0,4, > ... Eine Anwendung 


jenes Minkowskischen Satzes liefert dann o?h,,, < Weiter folgert man an Hand 


dieser geometrischen Vorstellungen | kı— = * YM— = = 2 
T r+1 +1 


(=— 2 ui + ug + List. Anderseits hat man u = = klD.273 und ya — = Kk9.z-}, 


wo nach Perrons Resultaten die k® nicht gegen 0 streben. Intohedemen sind bei 

ON) a) Be o 

> Ma = m gesetzt, wo @y) ganze 
wo 


algebraische Zahlen des Körpers bedeuten, und die @® werden gewonnen als Lösungen 
der Gleichungen 


LE. a) (2) ®). (2 
VE + On 0; Tea Rue, 10? + y,w®; 
w® 
Dry +, +zw 


und 


„ WO 


2,41 = 2, alle t, beschränkt. Nun wird u, = 
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deren Koeffizientendeterminante A,,, sei. Wenn »® und @®® die Konjugierten zu 
Bin: : 1 1 RL 
©“ sind, so ergibt sich, daß A,,,0® genau von der Ordnung = und A,,20® und 
r 


A,;50® genau von der Ordnung Yz, sind. Man kommt so zu einer Folge von ® mit 
beschränkten Normen. Hieraus folgt weiter die Periodizität, aber nur eine ge- 
mischte, insofern als dieselben Elemente nicht stets in derselben Reihenfolge aufzu- 
treten brauchen. Aus der Beschränktheit der r, in z,,, = 1,2, folgt, daß alle A, 
beschränkt sind, i. a. sogar innerhalb der ersten ganzen Zahlen. Daraus ergibt sich 
ein Verfahren, die A, zu bestimmen. Hierbei aber läßt sich kein Algorithmus auf- 
stellen, sondern wenn ...A,, Ay+ı, Arız bestimmt sind, so versucht man es mit 
A,}; =1 und bestimmt nach einer Rekursionsformel die beste Approximation 
(%,+3> Yr+35 2743); Ist dann Qr43 < 0Qr42, SO ist es gut, andernfalls nimmt man 
A,;3 = 2, usw. Bei den Jacobischen Kettenbrüchen ist stets A, =1. Als Anwendung 
wird folgendes Problem von Gauß behandelt: Gegeben sind eine ternäre quadratische 
Form f (2, y, 2) = aa? + ay? + az? + 2byz + 2b’az + 2b”xy und eine binäre 
quadratische Form y (f, u) = pt? + qu? + 2rtu. Durch die Substitution & = at 
+ 0,u y= Pott Pı%, 2= Yot + yıusollf (2, y,2) = w(t, u) werden. Setzen wir 
y(t, u) = 0, so erhalten wir aus jeder solchen Substitution eine Diophantische Lösung 
von f(x°, y°, 2) =0 in dem quadratischen Körper K(ya), wo d die Diskriminante 
von w ist. Und umgekehrt ergibt sich aus jeder solchen Lösung von f(x, yP, 2°) = 0 
eine derartige Substitution. Deren Bestehen ist also die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Lösbarkeit der Diophantischen Gleichung f(x, y°, 2) =0 in 
K (ya). Dies wird an einem numerischen Beispiel durchgeführt. Am Schluß deutet 
der Verf. noch die Verallgemeinerung auf höhere Dimensionen an. @. Wiarda. 

Davenport, H.: On the distribution of quadratie residues (mod p). J. Lond. math. 
Soc. 6, 49—54 (1931). 

R,„ resp. N„ signifies the number of sets of » consecutive quadratic residues, resp. 
‚non-residues, that are in the series 1,2, ..., p— 1; p being a prime number > 2. In 


this paper is proved, forn=4 and 5: R,, N„= 2 +0O(pl). IE e,, &,..., &n are prescri- 


bed numbers, each + 1, then the number of sets of consecutive integers in the series 
1, 2,..., p— 1, whose Legendre symbols are &,, &9, - . ., &n, 18 


z=1 y=1 
= DI] +6=))+00. 
= y=1 


wherein I) denotes the summation in which # runs through any complete set of re- 


mainders (sa p). Expanding the product, we see that E differs from 9:2" by O(1) plus 


a number, < 2*, of sums of the type P,(a,, @, ..., 4) a ill. ) 
p 
T 
where the a’s are mutually incongruent. To this sum is applied the transformation 
y+ß 
y»y+ 6 
This gives the result ©, (a, 3, a) =—1+ (e/p)P;(0,1,d) where ce = — (a —4,). 
3 _ (&ı — 43) (a — a4) 
as (aı — 4) (a, — 4;) 


I with & =—a, (a — 5), P =— %(a, — 45), Y= 4 — Qz, 6= m —4y. 


(mod p). Now is proved theorem I: 


| D; (a, 935 45) | < Y® AR 22 pP), | D, (a1, 9, 93, MM) | = 1 =+ Y® Ir 2: P). 
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It is suffieient to prove this inequality for ®,(0, 1, d). Use is made of the Lemma due 

to Hopf: I) 83(0,1,m)=p?—2p—1 and of Cauchy’s inequality, The required 
wer m 


result for R,, N, follows from the expression for E by means of theorem /. To prove 
the result for R,, N,, the author remarks that in the expansion of the product every 
sum is O(pt) except possibly one: 


Die +1) E (+ 3) si Din _ Di 5 2). 


= 


This term is evaluated by considering 


yo DEF EN), yo9-(Z)ve@n. 


Hence |y(b)| has the same value for all values of b, which are quadratic residues, and the 
same value for all values of b which are quadratic non-residues. Now evaluating I’? (b) 
by means of a double sum, the author finds . 


le Zee EA) 0). 


N.G. W.H. Beeger (Amsterdam). 

Carlitz, Leonard: The arithmetie of polynomials in a galois field. (Dep. of Math., 
California Inst. of Technol., Pasadena.) Proc. nat. Acad. Sci. U.S.A. 17, 120—122 
(1931). 

Dans cette note qui resume un travail devant paraitre dans ’ American Journal 
of Mathematics, M.Carlitz etudie les proprietes arithmötiques des polynomes d’une 
variable dont les coefficients appartiennent & un champ de Galois d’ordre p*. Un 
tel polynome M est dit primaire lorsque le coefficient de la plus haute puissance 
de x est l’unite. En designant par u le degre de M, on pose |M | = p*“. Le nombre 
des polynomes primaires de degr& u est p”“. Dans l’anneau de polynomes consider, 


. pe. *+ 1 -1 \ r 
la fonction /, definie par £ (s) = Dem = >, jr — ei) ‚ ot la somme est ötendue 
F P 


& tous les polynomes F primaires, le produit & tous les polynomes P primaires et irre- 
ductibles, est egale & Z(s) = ver 


d’etablir quelques propristes simples de certaines fonctions numeriques attachees aux 

polynomes primaires F. Soit u (F) la fonction definie par: u(1)=1, u(F)=0si P2|F, 

uM=(-lsirf=P,:Ps(PiFP,);ona: 3 ulM)=0siv>22, 3 ur 
degF=»v degF=1 

Soit A(F) la fonction definie par Al) 1, A(FJ=(-1)»+::-+=s pour 


. La consideration de cette fonction permet 


& a2") 
F=Pr..,P* oma .D2 AD=(- 1a V: 
deg F=» 
E (u) designant la partie entire de u. Soient 7 (F) le nombre de diviseurs primaires 
de F, o(F) la somme des valeurs absolues de ces diviseurs, @(F) le nombre de poly- 
nomes de degr& inferieur & F et premiers & F, on a: 


= (vr +1) 
(M)=+1)p”, DoM=mlT, N pM=pPr—pe-n, 
Re 2 deg F=rv P Bel a ä ? 


Si enfin Q(v) est le nombre de polynomes primaires de degr& » non divisibles par le 
carre d’un polynome irreductible, on a @ (v) = p"” — pP -V pour» >1, Q(1) = pr. 
Soit maintenant {A/P} l’element du champ de Galois tel que 

% |PI-1 
I>1= Ap"-1 mod P (4 non divisible par P) 
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et soit R(4A/P) le reste de la division de A par P. Ona: a) A/P=]Isen R(AH/P), 
H 


sgn M designant le coefficient de la plus haute puissance de x dans M et le produit 

etant &tendu aux polynomes primaires H de degre inferieur au degr&ö» de P. Si A est pri- 

maire, non multiple de P et de degre >», ona: b)sgn J/ (A—KP) = (—1)*-” 

sgn R(A/P) le produit &tant &tendu & tous les polynomes X primaires de degr6e x—», 

et c) ssu II (HQ— KP) = (—1)e”+Min(e',»’) son J/R(HQ/P), oü.Q est un poly- 
H 


nome primaire premier a P et de degre 0. Moyennant ces trois lemmes, M.Carlitz 
etablit le th&or&me de reciprocite 


{0/P} = (—1)e” {P/Q}. P. Dubreil (Göttingen). 
Littlewood, D. E., and A. R. Richardson: Fermat’s equation in real quaternions. 
Proc. Lond. math. Soc., II.s. 32, 235—240 (1931). 
Ist N eine reelle Primzahl und x irgendeine reelle ganze Quaternion, so genügt & 


Das ist der Fermatsche Satz für reelle Quaternionen. — Diese Fermatsche Kongruenz 


ist nicht wie bei kommutativen Systemen die einzige, der alle Elemente mod N ge- 
nügen. Es gibt noch andere Kongruenzen, die durch sämtliche Elemente befriedigt 


werden. — Der Beweis des Fermatschen Satzes ist im wesentlichen eine Folge des 
Satzes, daß alle reellen ee einer Kongruenz 
=/ix+M (mod N) 


genügen, wobei A und M nur die Wen 0,1,.... N— 1 haben. Weiterhin beschäftigen 
sich die Verff. mit den Primitivwurzeln. Sie zeigen die Existenz und die Anzahl von 
Primitivwurzeln der 3 Kongruenzen 
art Dei ee (mod N) 
Die Beweise sind elementar. Wegner (Göttingen). 
Littlewood, D. E.: The solution of linear congruences in quaternions. Proc. Lond. 
math. Soc., II.s. 32, 115—128 (1931). 
Es handelt sich um die Lösung der Kongruenzen 
Ax=B (mod N) 
und Ax-+Bxi+Cxj+Dsk=P, N (mod N) 
wobei N eine Primzahl, A, B, C, Dund P Quaternionen-Reste mod N sind. Die Quaternionen 


werden in der Form A + Bj geschrieben, wobei A und B von der Form a + bi (a und db reelle 
Zahlen) ist, und ö die gewöhnliche Quaternioneneinheit bezeichnet. Da die Quaternionen 


@+ bi einfach isomorph mit den entsprechenden komplexen Zahlen a +by—1 sind, so 
kann man dieselben Bezeichnungen für die beiden Ausdrücke benutzen. Ist nun N von der 
Form 4n — 1, so bilden die Reste «+bi mod N ein Galoisfeld. Hierin gibt es eine primitive 
Wurzel «a. Dann ist U EREU N RER (tabd N) 


und aAttzoXN.a=a.-a=a?+b: (mod N) 
wird eine reelle Zahl. Ein vollständiges Restsystem mod N von Quaternionen wird dem- 
nach in der Form gegeben 
"+ 0°; 0<r<zN?—1 oder r=—00; 
0<s<zN?—1 oder gsS=—X0. 
a j Er: ; & = j a, s 
Der Verf. zeigt nun durch elementare Kongruenzbetrachtungen, daß es (N +1) (N?®—]) 
verschiedene Nullteiler mod N gibt und diese in der Form 
am. &°; 0<r<N-+], 0<ss<N+l 
sich darstellen lassen, falls m ein Nullteiler mod N ist. Jetzt gelingt es, die Kongruenzen 
Axz=B (mod N) 
und xA=B (mod N) 
zu lösen, wobei die beiden Fälle: A kein Nullteiler mod N, und A Nullteiler mod N zu unter- 
scheiden sind. Im ersten Fall gelingt es durch die Annahme 
A=zoa+0a®%j, B=oh+ a%j, z=ea"+o°.j 


Es ist weiter: 
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einmal direkt « und «* aus zwei Kongruenzen im Galoisfeld, das durch die Reste a + bi 
mod N bestimmt ist, auszurechnen. Andererseits kann man auch die Lösung durch die folgende 
Betrachtung erhalten. s= AA ist eine reelle Zahl, so daß s’-'=1 ist, falls A kein Nullteiler 
ist. Nun ist ER TR 4 ji 
(44). AAz=(AA) "AB, 
d.h. x = (AA) "AB. 
Schließlich findet man wie in der elementaren Zahlentheorie die Lösung auch mittels des 
Fermatschen Satzes (s. vorstehend. Referat). Für die Kongruenz xA = B erhält man auch 
unter den obigen Voraussetzungen nach den genannten drei Methoden stets eine eindeutig 
bestimmte Lösung. Wenn A ein Nullteiler ist, so hört natürlich die Eindeutigkeit der Lösung 
auf. Sei 
A= 04 + 0%), 
B= oh + o%j, 
so wird gezeigt, daß unter der Bedingung a, — Na, = b,— Nb, Lösungen existieren, und 
man kann sie auch in diesem Fall sämtlich hinschreiben. Für die Lösung der Kongruenz 
xA = B, wobei A ein Nullteiler mod N ist, lautet die notwendige und hinreichende Be- 
dingung: a, — a, = b,— b,. — Ist N von der Form 4n + 1, so sei c die kleinste positive 
ganze Zahl, die mod N ein Nichtrest ist. Ist dann e® = — c (mod N), so liefert die Betrachtung 
des Galoisfeldes, das durch die Reste a + be bestimmt ist, statt des Feldes, das durch a + bi 
bei Primzahlen der Form 4n — 1 benutzt wurde, genau dieselben Sätze mit denselben Beweis- 
methoden wie zuvor. Die Lösung der allgemeinen Kongruenz 
Ax+Bzi+C0xj7j+Dxk=P (mod N) 

wird zurückgeführt auf die einer Kongruenz der Form Ax = B, indem man nacheinander 
die obige Kongruenz mit i, j und % multipliziert, und aus dem System von vier Kon- 
gruenzen x berechnet. Ist die Determinante des Systems kein Nullteiler, so entscheidet der 
Rang der Determinante über die Anzahl der inkongruenten Lösungen. Im Falle, daß die Deter- 
minante Nullteiler ist, erhält man wiederum notwendige und hinreichende Bedingungen 
für die Lösungen. Die Rangunterscheidung wird hier recht kompliziert, wie der Verf. er- 
wähnt. Schließlich behandelt der Verf. lineare Kongruenten nach N’ und N’M: usw. Die 
Lösung einer linearen Kongruenz 

f Ck)=& (mod N) 
wird berechnet durch den Ansatz 

z=u + N+%N’+..+%,_,N', 

wobei 2, X, .. . gewissen sukzessive aufstellbaren Kongruenzen mod N genügen, die man 
genau so erhält wie in der elementaren Zahlentheorie. Ebenso ergibt sich die Lösung nach 
dem Modul N’. M° genau wie dort. Viele Beispiele erläutern die Theorie. Wegner. 


Bell, E. T.: Note on functions of r-th divisors. Amer. J. Math. 53, 56—60 (1931). 

The term r-th divisors of nis used by D. H. Lehmer [Amer. J. Math. 52, 293 (1930)] 
to denote the set of positive integers defined as follows: d, = n, ö, = set of all divisors 
of all the integers of the set ö,_,]. The set d, of the r-th proper divisors is defined 
similarly with the restriction that a proper divisor of m is <m. The theory of functions 
of the numbers ö,, d, is implieit in the symbolie equations = uf, ‚/ = (w—1)"f 
in which / is an arbitrary numerical function, u(n) =1 for n>0, ‚/(n) =Yf (6,), 
In) =Dt(d,), f=of'=f. By examples is shown how the properties of ‚f, „f 
follow by elementary manipulations of these symbolie equations. For the meaning 
of the symbolie notations and expressions the author refers repeatedly to his articles 
in Amer. Math. Soc. Coll. Publ. 1927, Nr 7; Trans. amer. math. Soc. 25, 135; 1’Enseigne- 
ment Math 23, 305 (1923) and to some others. N.@. W. H. Beeger (Amsterdam). 

Floreseu, Joan B.: Einige Ungleichungen in Zusammenhang mit den numerischen 
Indikatoren. Gaz. mat. 386, 163—166 (1931) [Rumänisch]. 

1. Es sei 

N = aap...at N, "Mean M,, 
wo M, prim zu N, ist und M,, N, prim zu allen Primzahlen a,, @,,...a, sind. Man 
hat zwischen den Indikatoren 
(N) = a tageı...ar (a, — 1)(a, — 1)...(,— 1)o(N,). 


Daraus folgt 
P(M)YN)=ZY(M-N)=Mp(N). 
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2. Wenn A=M'N, hat man en 2, 
3. Die Indikatoren verschiedener Ordnung 9; von A sind gerade Zahlen, aus- 
genommen den Fall der höchsten Ordnung, wo @,(4)=1. Man hat 


JE P(A) 


rd 
Zrid<2p(4). 


4. Aus &(A)= (3)""1o,(A), 9n(A) =1, erhält man, daß eine gegebene Zahl 
nicht mehr als m + 1 Indikatoren haben kann, wo m die höchste Potenz von 2 ist, 
für welche man 9,(4) > 2” hat. 

5. Wenn A = N”, so ist 


= 


und daher 


Pm(N”) = [p(N)]”. N. Abramescu (Cluj). 
Bell, E. T.: Functional equations for totients. (California Inst. of Technol., Pasa- 
dena.) Bull. amer. math. Soc. 37, 85—90 (1931). 
Es sei @,(r) die Anzahl der Systeme von je % gleichen oder verschiedenen Zahlen 
kleiner oder gleich einer positiven ganzen Zahl n, deren größter gemeinsamer Teiler 


rel. prim-zu n ist. Dann ist o,(n)=g(n) (Eulersche Funktion) und 
aa) AR... (PN), 
wobei ?,, Pa... Ps die in n aufgehenden Ana Primzahlen bedeuten. Nach 


D.H.Lehmer wird das symbolische Produkt A = (/g) zweier zahlentheoretischer 
Funktionen erklärt durch h(r) = >’ f(m) g(n); die Summe erstreckt sich über alle 
Zahlenpaare m, n mit dem kl. gem. Vielfachen r. Es wird ein neuer Dayels dafür 
geliefert, daß @; die einzige Lösung der einen f(d) = n* ist und für 


2 weitere Funktionalgleichungen gezeigt, daß bei geeigneter De des Lösungs- 
bereiches 9; als Löung auftritt. K. Pingüzer (Wien). 

Estermann, T.: On the representations of a number as the sum of two numbers 
not divisible by %-th powers. J. Lond. math. Soc. 6, 37—40 (1931). 

Verf. gibt einen Beweis des Satzes von Linfoot und Evelyn: Esseik>2 ganz, 
€e>0, Q,(n) die Anzahl der Darstellungen der natürlichen Zahl n als Summe zweier 
natürlicher Zahlen, von denen keine durch die k-te Potenz einer von 1 verschiedenen 
natürlichen Zahl teilbar ist. Dann ist 


am) =n]Ta-rm]TE mlm olareit), 


wo pim ersten Produkt alle PRRZALTER eh im zweiten Produkt diejenigen Primzahlen 
durchläuft, deren k-te Potenz die Zahl n teilt. Der elegant und lückenlos, aber äußerst 
knapp dargestellte Beweis benutzt nur die einfachsten Hilfsmittel der elementaren 
Zahlentheorie. Hans Heilbronn (Göttingen). 

Kalmär, Läszlo: Über die mittlere Anzahl der Produktdarstellungen der Zahlen. 
(I. Mitt.) Acta litter. ac Scient. regiae univ. hungaricae (Szeged), Sect. Sci. math. 5, 
95—107 (1931). 

Es bezeichne o die (zwischen 1 und 2 gelegene) positive Wurzel von £(s)=2. 
Kalmär schätzt die ee Funktion von 


Sıfln),.. 1 
n: = =*7 25) (o > 0) 
n=1 
nach oben ab und Me } 
1 
> — alog logzlog log . Erin 
Abe En ae er 8 < 2(e — 1)log2’ 


nz=% 
mit Hilfsmitteln, wie sie für das Littlewoodsche Restglied beim Primzahlsatz heran- 
gezogen werden. Von selbständigem Interesse sind hierbei folgende Ergebnisse 
über & (s), die mit Hilfe des bekannten Weylschen Satzes aus der Theorie Diophan- 
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tischer Näherungen gewonnen werden: I. Zu jedemZahlenpaar &,, o mit&, >log2, 
o>1 gibt es ein nur von &, und o abhängiges c, > 0, so daß 
logt 
I(s)|L(o) — ae loglgt für 1>3. 
II. Zujedem &,> (o—1)1log2 gibteseinnur von a,abhängiges,>0,sodaß 
log? logt 
12 -&9)|>oe "Welt für 0>g—ge elet, 1>3, 

insbesondere ist also dort &(s) +2. (Daß £ (s) in der Halbebene o> o nur die 
Zweistelle s=o hat, ist klar.) Erwähnenswert ist ferner der Kunstgriff, mit dem 
Kalmär die sonst übliche Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes auf einen 
krummlinig berandeten Bereich vermeidet. Die zahlentheoretische Bedeutung 
des Problems liegt darin, daß f(n) für n> 2 angibt, wie oft n als Produkt von Fak- 
toren >2, und zwar mit Berücksichtigung der Reihenfolge aber ohne Beschränkung 
der Faktorenzahl, dargestellt werden kann. Einige geringfügige Versehen in der 
Kalmärschen Abhandlung sind leicht zu berichtigen. A. Walfisz (Radost, Polen). 

Rados, Gustav: Über die Diehtigkeit der Primzahlen einer arithmetischen Pro- 
gression. Acta litter. ac Scient. regiae univ. hungaricae (Szeged), Sect. Sci. math. 5, 
90-94 (1931). 

Gestützt auf einen Kroneckerschen Grenzwertsatz, leitet Rados den Spezialfall 
a=1 der Dirichletschen Dichtigkeitsformel für die Primzahlen einer arithmetischen 
Progression | 1 


%(0o—1) 


pi — sobald (a,k)=1, her. 


Rn 
& p(k)’ 
Be log hr, p=a(modk) 

Zum Hauptteil der Note (‚Die Kreisteilungs-Kongruenz‘“‘) seien mir die folgenden Be- 
merkungen gestattet: 1. Im „ersten Fall ö < k‘ darf man die Teiler von ö nicht mit d,,dy,,...,d, 
bezeichnen, weil schon zuvor d,, da, ..., dga, als die wachsend geordneten Teiler von 
k festgelegt sind und beide Bedeutungen in der Formel S. 92, Zeile 5 von unten, miteinander 
kollidieren; 2. es muß ö <% sein, der „zweite Fall ö = k“ kann also nicht eintreten. Diese 
Bemerkungen beziehen sich gleicherweise auf die ungarische Fassung der Note [Mat. &s 
Term. Ertes. 42 (1925)]. A. Walfisz (Rados6, Polen). 

Denjoy, Arnaud: L’hypothese de Riemann sur la distribution des zeros de S(s), reliee 
ä la thöorie des probabilites. ©. r. Acad. Sci. Paris 192, 656—658 (1931). 

Admettons qu’un grand nombre entier, pour lequel u (rn) #0 [u(n) est lesymbole 
de Möbius] offre une egale probabilit& d’avoir un nombre pair ou nombre impair de 


facteurs premiers. Nous obtenons de cette hypothöse, que la valeur la plus probable 


n 
de M (n) = I u(k) est zero et la valeur probable de l’&cart, &galä | M (n) |, est moindre 
k=1 


que A (w) n!+®, pour chaque ®. — Selon l’identit6 bien connue 
Ion BSt 1 1 
Kt er gra min each Ir 
n=1 


et l’evaluation precedante, & (2) est reguliere pour 0 >} et, d’apres la symmetrie, 
pour 3>0>0. En nous servant de l’inegalite |M (n)| < A’Ynlog logn, tous les zeros 
de &(z) sont simples. A. Gelfond (Moskau). 
Carlitz, Leonard: On & funetion conneeted with a eubie field. (California Inst. of 
Technol., Pasadena.) Bull. amer. math. Soc. 37, 73—75 (1931). 
Es sei £x(s) die Zetafunktion eines kubischen Zahlkörpers von negativer Dis- 
kriminante d. Oarlitz setzt 


xls) _ G(n) 
m m 


2nnyi 


M(y)= 2 G(n)eVad  (&y>0) 


ee ENT ei Te EEE FREE EEE 
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und gewinnt für M(y) die Transformationsformel 
1 1 
My=—ulnz) 
Zum Beweise werden 1. die von Artin im allgemeineren Rahmen gegebene Darstel- 
lung £x(s) = £(s) YZ,(s) L,(s), wobei Z, und L, geeignete konjugierte Z-Reihen des 
imaginärquadratischen Körpers k(y@) sind; 2. die Heckesche Funktionalgleichung 
von £x(s) herangezogen. A. Walfisz (Rados6, Polen). 
Bohnenblust, H. F., et E. Hille: Sur la eonvergence absolue des söries de Dirichlet. 
©. r. Acad. Sci. Paris 192, 30—32 (1931). 
Verff. skizzieren einen Beweis des Satzes: Zu jedem & < $ gibt es eine Dirichletsche 


Reihe des Typus Da, *n"°, für die die Differenz der Abszissen der absoluten und der 
n=1 


gleichmäßigen Konvergenz > & ist. Bisher war nur bekannt, daß dies mit 4 statt 4 gilt 
(Toeplitz), und daß % durch keine größere Zahl ersetzt werden kann (Bohr). Eine 
vollständige Darstellung des Beweises, der die Verallgemeinerung eines Littlewoodschen 
Satzes aus der Theorie der unendlich vielen Variablen enthält, wird in Aussicht gestellt. 
Hans Heilbronn (Göttingen). 

Ikehara, Shikao: An extension of Landau’s theorem in the analytieal theory of 
numbers. J. of Math. a. Phys. 10, 1—12 (1931). 

Verf. will einen ‚Tauber“-Satz für Dirichletsche Reihen beweisen, der bekannte 
Sätze von Landau und Hardy-Littlewood als Spezialfall enthält. Die Arbeit 
enthält nicht nur zahlreiche Druckfehler, sondern auch mathematische Fehler, glied- 
weise Integration divergenter Reihen und ähnliches. Ein näheres Eingehen auf den 
Inhalt erübrigt sich daher. Hans Heilbronn (Göttingen). 

Hutehinson, J. I.: Note on the number of linearly independent Dirichlet series that 
satisfy certain funetional equations. Bull. amer. math. Soc. 37, 63—64 (1931). 

Verf. liefert eine Ergänzung zu seiner Arbeit, Properties of functions represented 
by Dirichlet series D,(av +b)"°, or by linear combinations of such series, Trans. amer. 
math. Soc. 31, 322—344 (1929), wo u. a. das folgende Problem behandelt wird: Es 
seien « und 5b natürliche Zahlen, a fest, lL<eb=<a—l, 


Z(s,a,b) =D (av + b)"*. 
v=0 


Wieviel linear unabhängige Linearkombinationen f(s) dieser Funktionen Z(s, a, b) 
gibt es, die einer der 4 Funktionalgleichungen 


Ka- Yela)iny tun), @) 
fa=-Ye)iny ru), (in) 
a= Ye) ——tl-9), u) 
= -Vel@)eg — ta -9 (iv) 


genügen? Den Fall a = 2(mod4) hat Verf. bereit in der oben zitierten Arbeit erledigt, 
in der vorliegenden Abhandlung beschränkt er sich auf die Gleichungen I und II und 
a = 0O(mod4) und gibt an, daß sich die anderen Fälle entsprechend erledigen lassen. 
Unter Benutzung der Gaußschen Summen erhält Verf. (für « > 4) durch Auflösung 
einer Säkulargleichung 


a [77 
gi bzw. a 


als die Anzahl der I bzw. II genügenden Linearkombinationen f(s). Hans Heilbronn. 
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Dixon, A.L., und W.L. Ferrar: Lattice-point summation formulae. Quart. J. 
Math., Oxford ser. 2, 31—54 (1931). 
En appliquant la fonction de & 


-c+i00 
)e- garteT AO xa-1 
ee Fall SL Tr an 
N<ET - 6-40 


za I’(1+ 0) 
ee 


ou d(n) est le nombre des diviseurs de n, les auteurs obtiennent la formule de Voronoi 
[d] 
pour la somme Dd(n) f(n). A.Gelfond (Moskau). 


Kl, 
Jarnik, Vojt&ch: Über die Mittelwertsätze der Gitterpunktlehre. I. Math. Z. 33, 
62—84 (1931). 
Jarnik, Vojtöch: Über die Mittelwertsätze der Gitterpunktlehre. II. Math. Z. 33, 


85—97 (1931). 
Die Hauptergebnisse dieser Abhandlungen sind folgende tiefliegende Abschätzungen 


für das Fehlerquadratintegral A P? (y)dy, das dem a 


nn (6) 


Ol u u Br: 7 > 025,0 > 05 2 Di eo, (2) 
entspricht: (I) (erste Abhandlung) 


oO (2° log*«) Tnam=2,  O(@2loge2) fürn=3, 200) Tin 1—#; 
(II) (zweite Abhandlung) Eike 
ole? he joga+er,) 
für jedes r>3 und fast alle Q. Letzteres ist so zu verstehen, daß man die Formen (2) 
als Punkte (&,,..., &,) im r-dimensionalen Raume auffaßt und eine geeignete Menge vom 
Lebesgueschen Maße Null ausschließt. (I) und (II) sind als große Fortschritte der Gitterpunkt- 
lehre zu werten. Insbesondere ist es Jarnik mit II. gelungen, der Landauschen, für alle 
definiten Formen 


= -Z ua kuv (auv = Au), D= |auv| (3) 
mit durch (1) bestimmten Pla), LAN, 2-Abschätzung 
r-ı 
P(«) = ol i ) (4) 


bei fast allen Diagonalformen (2) von der O-Seite her im Mittel beliebig nahe zu kommen, 

während er vordem [Math. Ann. 100 (1928)] unter den gleichen Voraussetzungen für P (x) 

selbst schon 1 
—+e 

Ei) ola: 

erreicht hatte. Zum Beweise von (I) und (II) geht Jarnik von der neuartigen Darstellung des 

obigen Fehlerquadratintegrals 


1 Re m? erst) —_] 
ARRu® F PER cc / (RR m; Qz 
a | (s) E = F(#) = 7 te de ; re > e- * (5) 
8 Ds ae 
1 X 


aus, während er früher bei seinen P(z)-Untersuchungen 


—+ioo 
n 1 2 CL: 
P@)=.— | | Fl - r = | ds (6) 
Dez 
1 
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benutzte. (5) ist natürlich wesentlich umständlicher zu handhaben als (6); vor allem verur- 
sachen die Stellen mit kleinem |s+ s’| Schwierigkeiten. Esist sehr bemerkenswert, daß (5) auch 
die Fäller = 2 und 3 mit einzubeziehen gestattet, während (6) nur für r> 4 anwendbar ist. 


Neben I. findet man in der ersten Abhandlung noch die beiden folgenden 2-Abschätzungen: 


-r-8 r 
(III) lim inf * /max(0, + Py))dy>0, 
= 0 
(IV) lim int pl) |dy>0, 
x=09 0 


von denen die erste für eine beliebige Form (3), die zweite desgleichen für eine jede 
Form mit rationalen Quotienten au»/a,, gilt. Der Beweis von (III) wird mit Hilfe der 
Landauschen, zu (4) führenden Methode, erbracht (nur muß man bei diesem Beweise 4, und 
Au, auf die zu Q inverse Form beziehen), während der von (IV) elementar geht. 

4A. Walfisz (Radose, Polen). 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Jurek, Bohus:) Die abzählbaren Klassen und das Maß einer Menge. Cas. pest. 
Mat. a. Fys. 60, 152—155 u. franz. Zusammenfassung 156 (1931) [Tschechisch]. 

L’auteur prouve l’existence des ensembles non-mesurables (Z) & l’aide d’une 
methode qui ne differe pas essentiellement de celle qui a &t& employde dans les 
buts analogues par M. M. Vitali, Lebesgue et d’autres. Apres avoir fixe un 
ensemble F borne et denombrable (d’ailleurs quelconque), M. Jurek appelle la 


n 
classe fondamentale l’ensemble de tous les nombres de la forme D’mz a, oU a; 
k=1 

sont des elements queleonques de F, et m; des coefficients entiers. Deux nombres 
a, b sont dits de m&me classe lorsque a«—b appartient & la classe fondamentale. 
Ceci etant, l’auteur demontre que tout ensemble mesurable ne contenant 
aucun couple d’elements de la m&me classe, est de mesure nulle; il s’en 
suit que tout ensemble mesurable et de mesure positive contient un 
sous-ensemble non-mesurable. Autres propositions qui s’y rattachent: en d&signant 
par Z un ensemble quelconque, par K(E) l’ensemble de classes de Z, par T(E) l’ensemble 
somme de ces classes, et par N(E) le complementaire de T(E), N(E) est de mesure 
nulle pour chaque ensemble E mesurable et de mesure positive; lorsque 
E est, non-dense, l’ensemble correspondant N(E) donne lieu ä& la classe 
fondamentale contenant tous les nombres re&els. D’autre part, il ya des 
exemples (definis arithmetiquement) des ensembles de puissance du continu 
conduisant aux classes fondamentales ne contenant pas tous les nom- 
bres re&els. Saks (Warschau). 

Sehreier, J., et St. M. Ulam: Sur une propriete de la mesure de M. Lebesgue. C.r. 
Acad. Sci. Paris 192, 539—542 (1931). 

Une droite du plan etant d&terminee par sa distance p—= OP d’un point fixe O 
et par l’angle 9 entre OP et !’axe des x passant par O, a tout ensemble D de droites 
il correspond un ensemble # de points du plan cartösien (p,®). Dans le cas de mesura- 
bilit6 de Z, sa mesure lebesguienne s’appelle, suivant MM. Cartan et Deltheil, 
„la mesure de D“ et, D s’appelle ‚‚mesurable‘“. La mesure en question est un 
invariant des deplacements euclidiens. Or, les auteurs donnent la r&ponse positive 
& la question suivante, posee par M. H. Steinhaus: Une fonction f(E) d’ensembles 
(mesurables) de droites du plan, complötement additive et restant invariante pour 
tous les d&placements euclidiens, est-elle necessairement identique & la mesure des 
MM: Cartan et Deltheil, si l’on fait normer f(E) d’une manitre convenable? (On sait 
que la question analogue pour les ensembles de points est r&solue affirmativement 
par M. Lebesgue). La r&ponse resulte immediatement du theoreme suivant demontre 
par les auteurs dans la note en question: Soient @(x) et y(y) des fonctions continues 


9* 
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(de variable reelle) döfinies partout et s’annulant dans un ensemble vide ou au plus 
denombrable. Soit F(Z) une fonction d’ensembles döfinie pour les ensembles mesurables 
de points du plan. Supposons qu’elle est 1° completement additive, 2° F(Q)=1, 
ou Q designe le carre (0,0), (1,1), 3° si I’on fait transformer un ensemble # au moyen 
de la transformation "=2+c-o(y), Y=y+d:-y(e), ou c, d sont des con- 
stantes quelconques, l’ensemble Z’ qui en r&sulte possede la propriete F(E’) = F(E). 
Dans ces conditions F(E) est &gale & la mesure lebesguiennede E. 
Otton Nikodym (Warszawa). 


Durand, Georges, et Gaston Rabate: Sur deux eonceptions de ’ensemble limite d’une 
colleetion infinie d’ensembles ponetuels. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 474—476 (1931). 

Definitions: 1. Soit (M,) une collection infinie d’ensembles M,; Pensemble 
des points H tels qu’il existe une infinit& d’ensembles M, distants de H de moins de 
& > 0 arbitrairement petit, est son ensemble d’aceumulation H [Janiszewski, These, 
Paris (1911)]; 2. L’ensemble limite L, (au sens de Janiszewski) de (M.) est ’ensemble 
des points Z tels qu’il n’existe qu’un nombre fini d’ensembles de la collection distants 
de Z de plus de &>0 arbitrairement petit; 3. L’ensemble limite Ly (au sens de Vasi- 
lesco; voir These, Paris, 1925) d’une suite d’ensembles fermes et bornes E,, Ez...;, 
E,,. : . est ’ensemble des points tels que, pour €> 0 arbitrairement petit, il y a, quel 
que soit €’ > &, dans chacune des sphöres de rayon €’ centrees sur Ly, un point de chaque 
ensemble E, a partir d’un certain indice n variable avec la sphere envisagee, et que 
tous les points des ensembles de la suite, & partir d’un certain rang, sont compris dans 
Eee), resultat de la construction de Cantor-Minkowski effectuee sur Ly avec le 
rayon €’. Theoreme: Etant donn&e une suite infinie d’ensemble Ei: Base 2 
pour que Ly existe, il faut et il suffit que Z,, et H soient identiques. Et alors, Ly = L,. 
Un exemple simple du cas H = L, montre, qu’ une modification infime des ensembles 
de la suite envisagee peut aneantir cependant Zy. J. Ridder (Baarn). 


. Charpentier, Marie: Sur les points de Peano des &quations y’ = f pour lesquelles 
Punieit& de la solution est assurde d’un eöte. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 401—403 
(1931). 

Tout point oü y’ = f(x, y) n’a pas une solution unique, est nomme& point de Peano; 
toute courbe, form&e exclusivement de points de Peano, est nomme&e ligne de Peano. 
Les resultats prineipaux, pour les d&monstrations desquels on trouve des indications 
[eonsulter ©. r. 191, 509 (1930); dies. Zbl. 1, 14; Bull. Sciences Math. 54, 203 (1930)], 
sont les suivants: Si pour l’equation y’ = f oü f n’est supposede que continue, l’unieite 
est assur&e d’un cöte fixe dans tout un domaine, alors 1.° toute ligne de Peano est une 
integrale et rencontre au plus une infinite denombrable de lignes de Peano, 2.° ’ensemble 
des points de Peano est de premiere categorie et denombrable sur toute verticale. 

J. Ridder (Baarn). 


“ Viola, Tullio: Sulle funzioni continue da una parte e sulla derivazione unilaterale. 
Boll. Un. mat. ital. 10, 20—24 (1931). 

Sono riportati gli enunciati di uno studio sulle funzioni continue da una parte e 
sulla derivazione unilaterale: esempi; estensione di un teorema fondamentale di Denjoy 
sui numeri derivati; struttura dell’aggregato dei punti di discontinuitä; classificazione 
secondo Baire. Autoreferat. 


Nikodym, Otton: Sur les suites de fonetions parfaitement additives d’ensembles 
abstraits. ©. r. Acad. Sci. Paris 192, 727 (1931). 

Es sei 1 eine Menge, K ein Körper in 1 (d. h. eine Klasse von Teilen von 1, zu der 
mit E auch 1— E und mit Z, auch I/Z, gehört) und {f„} eine Folge auf K absolut- 
additiver Mengenfunktionen. Behauptung (ohne Beweis): 1. Gibt es zu jedem MeK 
ein M, mit |f„(Z)| < My, dann gibt es auch ein (von EZ unabhängiges) M, so daß 
\/n(Z)| < M für jedes eK. 2. Ist „auf K, dann ist auch f absolut-additiv auf K, 

Milos Neubauer (Brno). 
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Lalan, V.: Contribution & P’&tude de la eourbe de poursuite. ©. r. Acad. Sci. Paris 
192, 466—469 (1931). 

Sibirani, Filippo: Il segno di f”(&) earatterizza qualche proprietä geometriea per 
la eurva y= f(x)? Boll. Un. mat. ital. 10, 12—13 (1931). 

Il segno di /”(x) indica la maggiore rapiditä dello staccarsi della curva y = f(x) 
dalla tangente a destra o a sinistra del punto di tangenza. Autoreferat. 

Fox, C.: On the method of integration by substitution. Math. Gaz. 15, 300—302 
(1931). 

Burgatti, Pietro: Intorno a una formula generale di trasformazione di un integrale 
di spazio in uno di superfieie e alle sue varie deduzioni. Boll. Un. mat. ital. 10, 1—5 
(1931). 

Si deduce in modo semplice una formula generale di trasformazione di un integrale 
di spazio in uno di superficie, che contiene alcune utili formule particolari note e nuove, 
e si presta a coordinare tra loro risultati classici. Autoreferat. 

Milne, W.E.: On the maximum absolute value of the derivative of e""P,„(x). Trans. 
amer. math. Soc. 33, 143—146 (1931). 

D’apres un theoreme tres general de M. S. Bernstein (,Legons sur les proprie- 
tes extr&males ete.“, p. 77, Paris 1926,), Y’inegalite 


fa)|sL (-w<e<to), 
ou l’ona pose f(x) = ee” P(x), P(x) &tant un polynome de degr& quelconque, entraine 
Fa)I<(1-+ eia))-4e|z|L (-e <e<+m), 
avec lime(z) = 


En faisant intervenir le degre n du polynome P(x), P’auteur donne la limitation 
suivante, valable sur tout l’axe 
I/(@)|< (1 + &(n)) - 1,0951 Yn-L, 
avec lim e(n) = 0. 
n>X 
La demonstration est basee sur les proprietes des solutions de l!’equation de Weber 
2 
+ lmt+3-%)0=0. 
a W. Gouearov (Charkow). 

Jessen, Börge: Über die Verallgemeinerungen des arithmetischen Mittels. Acta 
litter. ac Scient. regiae univ. hungaricae (Szeged), Sect. Sci. math. 5, 108—116 (1931). 

Seien: f(x) eine in (0,1) positive und stetige, u=(t) eine für o << oo stetige 
und monotone (wachsende oder abnehmende) Funktion und = @_, (u) die im ent- 
sprechenden Definitionsbereich inverse Funktion von 9; sei ferner 


1 
A.) = u ul 


das durch @ transformierte arithmetische Mittel von f. — Durch eine elegante Beweis- 
methode, welche schon F. Riesz [J. of the London Math. Soc. 5, 120—121 (1930)] 
und G. Hoheisel [Sitzgsber. preuß. Akad. Wiss., Physik.-math. Kl. 1930, 78] zum 
Beweis einiger Spezialfälle benützten und die sich auf die Invariabilität von A,(f) 
gegenüber der linearen Transformation (9,%9@ + ß) stützt, gelangt der Verf. durch 
geeignete Normalisierung der Funktion @ zu den folgenden, teils bekannten Resultaten: 
Sind und y für o<t<oo stetig und monoton, dann ist A,(N=4A4,(N) 
für jedes f, entweder wenn 1°y als Funktion von 9 konvex ist, d.h. wenn 
für beliebiges a und 5, oflt)>yit), a<t<b, wo @ so normiert ist, daß 
p(a)=y(a) und p(b)=y(b) wird; oder wenn 2’p(l)=y(l), Pg=y ist und 
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wenn Ay(kf) = kAy(f), Aylkf) = kAy(f) für jedes fund k besteht. — Weiter zeigt 
Verf., daß A,(kf)=kA,(f) für jedes f und k nur für die spezielle Funktion 


t 
Di fertdı 
i 
oder allgemeiner &9, + ß gilt, so daß das zweite Ergebnis mit der bekannten Tatsache 
Ay, NZA4,,(N, bei p<g, identisch ist, was besonders die bekannte Ungleichung 
zwischen den harmonischen, geometrischen und arithmetischen Mitteln enthält. 
J. Karamata (Beograd). 
Pol, Balth. van der, and K.F. Niessen: On simultaneous operational caleulus. 
(Natuwurkund. Laborat., N. V. Philips’ Gloeilampenfabrieken, Eindhoven.) Philosophie. 
Mag., VII.s. ‘11, 368—376 (1931). 
L’autore considera l’operatore funzionale 


IND a (1) 


che alla funzione h(x) fa corrispondere la /(p), „immagine di h(x)“, secondo le denomi- 
nazioni di Carson (la f(p)/p e la h(x) si corrispondono come funzione ‚„determinante“ 
e „generatrice‘“ in una trasformazione di Laplace, secondo le denominazioni di Pin- 
cherle, N. d. R.). Questa corrispondenza tra le due funzioni & indicata col simbolo 
f(p) =h(a), o h(x) =f(p). U caleolo simultaneo di cui si tratta consiste nell’applicare 
l’operatore inverso di (1) a una funzione di due variabili /(p,g), una prima volta con- 
siderando in questa q come costante, una seconda volta applicando lo stesso operatore 
alla funzione di q che cosi si ottiene (ove & si considera costante). Si perviene cosi a 
una funzione H (z, y), di cui /(p,g) & „immagine“; /(p,q) = H(z, y), H(x, y) = f(p, 9). 
Come esempio, si trova 


ar 
ms HA («,y) = n e ’ 
Pt he per 0 <y=z 


Si applica questo „calcolo simultaneo“ alla determinazione di particolari integrali 
definiti, come 


ge rw N (3) 
0 


(J„, funzione di Bessel). .Posto u —2£, siha 28 = [RACE I„(2yE) dEjE ms) 


ove 


= je EVER Nr ir yn/2 7, ER (4) 
0 


ed essendo z”2 I,(2Ye) = p-rertp, si trova 


oo 


1 4+J: a 3 
Ne a De 1 — g 
Wi IE ET de (P+q)* 


Dalla (2) segue allora 
. prO<aı<y 

Day Zr y" (5) 
„ per 0<ysx 

e quindi S=8,,/2=1/2n. Da (4) e (5) si ricava anche un caso speciale dell’integrale 

discontinuo di Weber e Schafheitlin. Infine si applica questo calcolo simultaneo 
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degli operatori alla Gimestrazione delle relazioni di ortogonalit& per le funzioni di 


Bessel dello stesso ordine; cio& / uJ„(au) J„(bu)du =0, ove a e b sono due radiei 
diverse di J„(2) =0. Fantappie (Palermo). 


Reihen, Fourierreihen, fastperiodische Funktionen: 

Mambriani, Antonio: Sugli sviluppi, dati dallo Schwatt, di see? « e tgPx. Boll. 
Un. mat. ital. 10, 17—20 (1931). 

L’A. indieca una deduzione semplice degli sviluppi, dati dal sig. I. J. Schwatt, 
di sec?x e di tg?x. Autoreferat. 

Izumi, Shin-iehi: A theorem on limits and its applications. Töhoku math. J. 33, 
181—186 (1931). 

Il existe plusieurs propositions qu’on pourrait appeler inverses par rapport & la 
proposition bien connue de Cauchy que l’existence de la limite s, — 0 entraine celle 
ak 

N 
inverses est la suivante: SS» +9 ',>0etg>—1,0onas,—0. L’auteur donne une 
nouvelle generalisation en demontrant que: Silo, + m) tn — y'tn-ı = 0); oü 


de la limite i, = 


>0. Une des plus simples de ces propositions 


An/an > 0 et la serie D’g„/a, diverge, on a „,—0. Cette proposition se reduit & la 
L , 


precedente si Pon pse „= n— 1, M=q4>0. F. Leja (Warschau). 
Julia, Gaston: A propos du th&or&me d’Abel sur les series entieres. Bull. Sci. math., 
II. s. 55, 35—41 (1931). 
L’auteur indique, que le theoreme d’A bel sur la convergence uniforme de la serie 


D’a,2", ou Da, converge, dans le domaine A interieur du cerele || <1 et dont la 

( Ö 

frontiere coupe.l’axe reel en z—=1 sous des angles moindres que 7/2, peut &tre generalise 

pour les series de la forme D)a,„f„(2). En appliquant la methode geomötrique il de- 
) 


montre le theor&me: si la fonction f(2) est reguliere dans |z2| <1, si f(z) et f(z) sont 
continues et bornees dans le domaine ferm& |z2|<1, f(0) = 0, f’(0) #0 et si la somme 


Da, converge, alors la serie I’a,f(2") converge dans A uniformement. Gelfond. 
° ° 


Hardy, 6. H., and J. E. Littlewood: Notes on the theory of series. XIII: Some new 
properties of Fourier eonstants. J. Lond. math. Soc. 6, 3—9 (1931). 

Eine vorläufige Mitteilung über Sätze, die in einem gewissen Sinne vollständige 
Ergänzungen von früheren Ergebnissen der Verff. (Mathem. Ann. 97, 159—209) sind; 
insbesondere: 1. Dafür, daß die Zahlen ..., c_1, Co €» % ... selbst und alle die- 
jenigen, die sich daraus durch beliebige Änderung ihrer Amplituden 
und Reihenfolge ergeben, Fourierkoeffizienten von Funktionen f(x) der Klasse 
L(g>2) sind, ist die Konvergenz von D|c,|?-(|n| + 1)2”? notwendig und hin- 
reichend; es ist dann 


+7 
3.) fo Rae<E)-Zjol-(n| +0, 


wo K(g) nur von g abhängt. 2. Dafür, daß die c„ bei wenigstens einer Änderung 
ihrer Amplituden und Reihenfolge Fourierkoeffizienten einer Funktion f(x) 
der Klasse LP(1 <p=22) sind, ist die Konvergenz von D|c, ?-(|n| + 1)?”? not- 
wendig und hinreichend; es ist dann 


ZjopP-(n|+ PK) z; [Ita Pie. 
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Eine ausführliche Darstellung dieser und ähnlicher Sätze, insbesondere solcher, die sich 
auf eine Funktion f(x) und ihre „Umordnungen“ im Sinne von F. Riesz (Journal 
London Math. Soc. 5 (1930), 162—168) beziehen, wird angekündigt. R. Schmidt (Kiel). 
Wilton, J. R.: A proof of Fourier’s theorem. J. Lond. math. Soc. 6, 34—37 (1931). 
Es wird durch Benützung des Lebesgue-Stieltjesschen Integralbegriffes der Fourier- 
sche Satz in folgender Form bewiesen: Ist Oo <a <b=<2n, 0<x<2r, und ist /(f) 
von beschränkter Schwankung in (a,b), so ist 


b ob 
il 1 
ra ne - > [to edel. 
a v=1gq 
Pa) =[, für <a oder z>b, 
 lfe@+0)+f@—0} füra<a<b, 
und wo F(a)=+/(a+0), außer wenn a=0 und b=2n, F(b) = 4/(b—0), 
wenn 5+2n und F(0) = 4{f(+0)+7(2 —0)}, wenn a=0 und b=2n. — 
Der Beweis wird in einfacher Weise durchgeführt, indem Verf. einerseits ın 


b © 
N > a fZ und il vertauscht und andererseits auf denselben Ausdruck das 


v7 
a v=1 


folgende Lemma anwendet: Ist D(t) für a<ti<c und für c<ti<b das Integral 
von ®’(t), und ist es int=c einfach unstetig, dann ist 


db 
[Bar = D(b) Fb) — D(a) Fa) — Fe — O{Dle) — Dle — 0)} — 
a b 
— fle + 0) {De + 0) — Do)} — [FD dt. 


Dies gilt auch fürc=a undc=b, wenn fa—0)=f(b+0)=0. 
J. Karamata (Beograd). 
Hardy, 6. H., and E. C. Titehmarsh: A note on Parseval’s theorem for Fourier 
transforms. J. Lond. math. Soc. 6, 44—48 (1931). 
Es wird eine kurze und systematische Diskussion derjenigen Sätze durchgeführt, 
welche den folgenden Parsevalschen Satz zurechtlegen: Sind f und F durch die Fourier- 
schen Reziprozitätsformeln 


Pie) Var Tro costx dt, f«) = Y2/r rw costx dt 
) () 
verbunden, ebenso g und @, dann ist 
= [79604 = Fio9Wat=j. (P) 
ö 


Zu den seit Plancherel [Rend. di Palermo 30, 289—335 (1910)] und Titehmarsh 
[Proc. London math. Soc. (2) 23, 279—289 (1924)] bekannten Fällen, werden weitere 
hinzugefügt, in denen folgende Bezeichnungen gelten: g=p/(p —1),p>1; „fist IP 


in (0,00)“, wenn f in (0,00) mesurabel und | /? | integrabel ist; ‚, I tt) dt ist ein C-Integral 
N) T 


bei oo bzw. bei O0 und x“, wenn es als Grenzwert von Z Integralen lim l /(t) dt bzw. 


=Xo( 
m co AN 
lim [f(t) dt besteht. „| (t) dt ist ein O-Integral‘“, wenn es = lim = (T—t) f(t) dt 
7=0, 7-0 T=% 
T 0 


ist. Mit diesen Bezeichnungen lauten die Ergebnisse folgendermaßen: (P) gilt, j ist 
ein L-Integral und 1, J ist ein L-Integral, wenn entweder f in (0,00), 
gin (0,1) und g/a? in (1,00) Z sind, und @ für jedes x als ein C-Integral 
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bei oo existiert und Z ist, oder wenn f, g und @ in (0,) L sind; 2. J ist 
ein C-Integral bei O und &, wenn f in (0,) L ist, g von beschränkter 
Schwankung in (0,00) und g(wo)=0 ist; 3. J ist ein C-Integral, wenn 
f in (0,00) L ist, g in (0,00) beschränkt und entweder L ist oder das 
Integral von @ gleichmäßig in einem jeden Intervall 0<&ö<r<X 
konvergiert; 4. J ist ein C-Integral bei oo, wenn f in (0,&) PP, 1<p<2, 
ist, g in (0,00) Z%, und entweder Z? ist oder das Integral von @ gleich- 
mäßig in einem jeden Intervall O<i<r<X konvergiert. — 1. wird aus 
einigen Pollardschen Sätzen [Proc. London math. Soc. (2) 25, 451—468 (1926)] ge- 
folgert, und der Beweis der übrigen Ergebnisse wird durch zweimaliges Vertauschen 
des [ und eines Grenzüberganges erledigt. J. Karamata (Beograd). 
Kogbetliantz, E.: Sur la sommabilit6 (C, d) de d&veloppements suivant les poly- 
nomes d’Hermite. CO. r. Acad. Sci. Paris 192, 662—663 (1931). 
Sei 5 N 
K)ndaH,(e), 2’n!oya= [et fu) H„(u)du, (1) 
v=0 oo 
die formale Entwicklung der L-integrablen Funktion f(x) nach den Hermitschen 
Polynomen H,„(x) und 


+00 
Je rw au (n=0,1,2,...) 
= 


die (0, ö) Mitteln der vorstehenden Reihe. Verf. legt, indem er nur die springenden 
Punkte des Beweises anführt, folgendes dar: Ist f(x) in jedem endlichen Inter- 
valle (—a, +a) integrabel Z, und 
(rer fe)| (2) 

in (—00, —a) und (+a, +oo) integrabel, dann ist die Reihe (1) summabel 
(C, 6), ö6>0, zur Summe ${f(«+0)+ f(x —0)}. — Herr Szegö hat schon 
früher [Math. Z. 25, 112—115 (1926)] dasselbe Resultat mit der engeren Bedingung 
!@)=0( x), &>®, M>0, erhalten, dessen Beweis sich auf die „Äquikonvergenz“ 
der fourierschen Reihe und der Reihe (1) stützt. Die Verallgemeinerung gelingt dem Verf., 
indem er die Äquikonvergenz durch eine geeignete Abschätzung des Kerns S((z, u) 
vermeidet. J. Karamata (Beograd). 

Jackson, Dunham: Note on the convergence of a sequence of approximating poly- 
nomials. Bull. amer. math. Soc. 37, 69—72 (1931). 

Durch die Forderung, daß der Wert des Integrals 


b 
fe(®) | fx) — Pa(a) "da 


möglichst klein wird (m>0, o(2)=0 meßbar, f(x) beschränkt und meßbar), lassen 
sich zu jedem » Polynome P,„(z) vom Grade n definieren (im Falle m > 1 eindeutig). 
Verf. zeigt, daß die Folge P,„(x) mit wachsendem n in einem die Strecke a, bin der kom- 
plexen Ebene umfassenden Kreis gleichmäßig gegen f(x) konvergiert, wenn f(x) in 
einem hinreichend großen Gebiet analytisch ist. Lüneburg (Göttingen). 

Geronimus, J.: On orthogonal polynomials. (Kharkow Techn. Inst., Kharkow.) 
Trans. amer. math. Soc. 383, 322—328 (1931). 

Les polynomes de degre n 


P„(&) = 41” +: (d, > 0) 
et les fonctions Q, (2) &tant definis par les relations d’orthogonalite 
+4 E +1 
[eierar@a=t} 47... Wa a1...) 
1 


I =’ 2—% 
—t 
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(oü p (x) est une fonction sommable et non negative dans l'intervalle [—1, +1]), 
Vauteur constate d’abord que les polynomes P„(x) verifient les relations d’ortho- 
gonalite suivantes 


Ä ER 
| Pr Oral CE, = [2 


GE 
1 
C etant un Re entourant le segment [—1, + 1]. On trouve ensuite le developpe- 
ment de la fonction Q(z) en serie de la förte 


(z fee 1,7, 
ainsi que quelques transformations formelles des sommes 


SP Pry), ZPrdny) € Zn) Qn(y) 
en particulier, le cas des polynomes „symetriques“ (p(— x)=p(x)) est envisage. 
W. Gontarov (Charkow). 
Bohr, Harald: Kleinere Beiträge zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. 
II—IV. Mat.-fys. Medd. danske Vidensk. Selsk. 10, H. 12, 1—15 (1931). 
III. Dirichletsche Reihen und fastperiodische Funktionen. Durch 
eine Dirichletsche Reihe im Rogosinskischen Sinne 


oo oo 
Da, eslosn + Daje- loan } 
1 2 


mit dem Konvergenzstreifen A, <o<{A, wird eine in diesem Streifen reguläre ana- 

lytische Funktion F(s) dargestellt. Es wird gezeigt, daß man aus der Beschränktheit 

von F(s) in einem Teilstreifen <0=n, auf die Fastperiodizität von F(s) in 
mte<o<n-e 

schließen kann. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus dem folgenden schon an 


sich interessanten funktionentheoretischen Satze, der ebenfalls in der vorliegenden 
Note bewiesen wird; Es seien f,(s) und /,(s) zwei in den Streifen 
s<sosy bzw PB=so=Öö, (A<P<y<o6$) 
analytische Funktionen, die den folgenden Bedingungen genügen: 1. Es gibt eine 
positive Konstante K,.so daß 
No) = 0 RFeey, 
f2(s) = O(|t X) in B=0=Ö. 

2. fı(s) ist auf der Geraden o=%, f,(s) auf der Geraden o—= 6 und die Summe 
F(s) = fı(s) + fs(s) in dem gemeinsamen Streifen d<0o=y beschränkt. Dann ist 
fı(s) beschränkt für x <o=y und f,(s) für $<o<6. IV. Über die Funktional- 
gleichungt=f(t) + o(f{W)) bei einer gegebenen fastperiodischen Funktion 
‚Y(z). Es sei@(x) le oinoh und für ale & differenzierbar. Unter der Voraussetzung 
|p’(&)| <k<1 ist die Funktion &= 2 + @(x) monoton und besitzt daher eine inverse 
Funktion, die in der Form & =t— w(t) geschrieben sei. Durch Anwendung des Ver- 
fahrens der sukzessiven Approximation ergibt sich sodann, daß die Funktion (t) 
wiederum fastperiodisch ist, und zwar gehören die Fourier-Exponenten von w(t) dem 
kleinsten Zahlenmodul an, welcher die sämtlichen Fourier-Exponenten von y(t) ent- 
hält. Lüneburg (Göttingen). 

Lagrange, Rene: Sur certaines fonetions assoeides aux fonetions de Legendre. 
Acta Math. (Uppsala) 56, 205—259 (1931). 

Etant donnes deux trinömes P(f) = at? + 2bt + c, Oft) = a’t? + 2%b’t + c, tels 
que >’ — ac=b?— ac =1, ac’ + ca’ — 2bb’ = — 2z, on &tudie les differentes sortes 


de coefficients que fournit le developpement (> Pu) > = IIne ) &* lorsqu’on prend 
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pour & !’un quelconque des rapports anharmoniques de t avec trois des quatre zeros 
des deux trinömes. On ne rencontre igi dans ces conditions que deux esp£ces distinctes 
de fonetions: les fonctions J7,(2) assocides aux fonctions de Legendre de premiere 
espece, deja etudiees dans un me&moire precedent de l’auteur [Sur les fonctions de 
Legendre de premiere espöce et certaines fonctions assoeides, Journ. de Math., 6, 
165—227 (1927)], et une nouvelle espece de fonctions J%, (2) & ’etude desquelles est 
consacre le m&moire actuel. On ötablit l’expression de J7,(2) par une fonction hyper- 
geometrique, par une integrale prise le long d’un contour complexe et par une integrale 
trigonome£trique. On obtient ensuite ’expression de J7,(z) en fonction lindaire des J”,(z) 
et K7(2) (ces dernieres fonctions &tant associees aux fonctions de Legendre de deuxieme 
esp£ce de la m&me maniere que les J7, (z) le sont aux fonctions de Legendre de premiöre 
espece). J7(2) est exprime aussi & l’aide de la derivee d’ordre |n| d’une combinaison 
lineaire de fonetions de Legendre P;(z), Q,(z) de premiere et de deuxiöme espöce. On 
retrouve & titre d’application l’expression classique de P,„(2) & l’aide des deux fonctions 
Qm(2) et Q_m-1(2). On s’oceupe aussi de quelques relations de r&currence entre les J%,(z) 
ainsi que d’une formule d’addition de ces fonctions. On introduit enfin une fonction 
K7,(z) [qui verifie la meme &quation hypergeometrique que J%, (2) et que P’on obtient 
en modifiant simplement le contour de l’integrale par laquelle est defini J”,(z)]et on 
utilise les proprietes de J7,(2) et K7,(z) pour le developpement en serie deNewton d’une 
2T(x +0) 

I(z + 2%) 

8. A. Janczewski (Leningrad). 

Differenzengleichungen und andere Funktionalgleichungen: 


Ward, Morgan: The characteristie number of a sequence of integers satisfying 
a linear reeursion relation. (California Inst. of Techn., Pasadena.) Trans. amer. math. 
Soc. 383, 153—165 (1931). | 

Anschließend an eine Arbeit von Carmichael [Quart. J. of Mathematics 48, 
343—372 (1920)] werden Zahlenfolgen W,, Wı,..., Wn,... betrachtet, die einer 
linearen Differenzengleichung (Rekursionsformel) 2,43 = PAn+2 — Odan+ı + Ran 
(R= 0) genügen, und zwar nach einem Modul m. Die echten (d.h. kleinsten nicht- 
negativen) Reste der W,„ seien A„; sie bilden die reduzierte Zahlenfolge. Die reduzierte 
Zahlenfolge ist periodisch, entweder von Anfang an (rein periodisch) oder wenigstens 
nach einigen nichtperiodischen Anfangsgliedern. Die kleinste Periodenlänge heißt die 
charakteristische Zahl der Zahlenfolge für den Modul m. Die charakteristische Zahl 
und die Zahl der nichtperiodischen Anfangsglieder betragen zusammen höchstens m? — 1. 
Zerfällt m in teilerfremde Faktoren, so ist die charakteristische Zahl für m das kleinste 
gemeinsame Vielfache derjenigen für die Faktoren. Man braucht daher nur Moduln, 
die Primzahlpotenzen sind, zu betrachten. Eine Folge (W), heißt nichtsingulär oder 
singulär, je nachdem die Determinante D= | Warm |(n,n’=0,1,2) zu m teiler- 
fremd ist oder nicht. Alle nichtsingulären Folgen haben dieselbe charakteristische 
Zahl t, die charakteristischen Zahlen der singulären Folgen sind Teiler von r. Die 
charakteristischen Zahlen # und #u® für die Moduln p und p’ stehen in dem Zusammen- 
hang u® = p’u, wo O=b<t—1 ist; b läßt sich noch genauer bestimmen. Alle 
bisher angeführten Ergebnisse lassen sich auch auf Differenzengleichungen von höherer 
als der 3. Ordnung übertragen. — Weiterhin werden die charakteristischen Zahlen für 
Primzahlmoduln p behandelt. Dabei spielt die Faktorenzerlegung des charakteristischen 
Polynoms der Differenzengleichung: &@ — P«?+Q&— R nach dem Modul p eine 
wichtige Rolle. Die Glieder einer reduzierten Zahlenfolge innerhalb einer Perioden- 
länge bilden einen Zyklus. 2 Zyklen, die durch zyklische Verschiebung auseinander 
hervorgehen, gelten als gleich. Wenn ein Zyklus dadurch, daß alle seine Elemente mit 
derselben Zahl Z multipliziert werden, in sich selbst übergeht, so heißt Z ein Multipli- 
kator des Zyklus. Das Ausmaß der zyklischen Verschiebung ist hierbei für alle Zyklen 


certaine famille de fonctions et en particulier de la fonction 
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gleich, daher nur von Z abhängig, und wird die Spanne von Z genannt. Die Multipli- 
katoren bilden eine zyklische Gruppe. Der (einzige) Multiplikator mit der kleinsten 
Spanne ist ein erzeugendes Element usw. Schrutka (Wien). 


Ward, Morgan: The distribution of residues in a sequence satisfying a linear recur- 
sion relation. (California Inst. of Techn., Pasadena.) Trans. amer. math. Soc. 33, 
166—190 (1931). 

Es handelt sich (vgl. das vorsteh. Referat) um die Verteilung der Reste nach dem 
Modul m in einer Periodenlänge der reduzierten Zahlenfolge (Zyklus). Die beiden 
Hauptfragen sind die nach den Plätzen, an denen ein bestimmter Rest auftritt, und 
nach der Anzahl von Malen, wie oft ein bestimmter Rest auftritt. Es wird fast aus- 
schließlich die 2. Frage behandelt, und zwar für den Fall eines Primzahlmoduls p und 
eines nach dem Modul p unzerlegbaren charakteristischen Polynoms 2 — Pz?+Qxz —R. 
— Die Frage, ob 2 Zyklen mit verschiedenem Anfang übereinstimmen, kann auf die 
einfachere zurückgeführt werden, ob eine Folge von 3 Resten (eine Triade) in einem 
festgewählten Zyklus vorkommt. Die Anzahl der Nullen in den verschiedenen Zyklen 
sind nicht unabhängig voneinander, sondern genügen 2 unbestimmten Gleichungen. 
Ist die charakteristische Zahl (9? +p +1)/3, so läßt sich die Zahl der Nullen genau 
angeben. Ist die charakteristische Zahl 9 +p +1, so kommt jeder Rest in jedem 
Zyklus wenigstens einmal vor. Die Frage der Verteilung der Reste läßt sich auf den 
Fall zurückführen, daß die charakteristische Zahl ein zu 3 teilerfremder Teiler von 
”®+p+1ist. Schrutka (Wien). 

Engstrom, H. T.: On sequences defined by linear reeurrenee relations. (California 
Inst. of Techn., Pasadena.) Trans. amer. math. Soc. 33, 210—218 (1931). 

Eine Zahlenfolge u,, %, , üg,..... sei durch eine Rekursionsformel %,,% + A Un+z-ı 
+... +40%=a bestimmt (vgl. auch die beiden vorst. Referate). Carmichael 
hat in Quart. J. 48, 343—372 (1920) die Periodizität einer solchen Zahlenfolge nach 
einem Modul m, dessen Primteiler > k und zu a; teilerfremd sind, untersucht. Hier 
wird dieselbe Frage für beliebige Moduln behandelt. Ist m zu a, teilerfremd, so ist 
die Zahlenfolge von Anfang an periodisch, sonst nach einigen Anfangsgliedern. — Im 
Falle eines Primzahlmoduls p, der zuerst in Angriff genommen wird, spielt ein Hilfs- 
polynom f(x), das dem charakteristischen Polynom der Rekursionsformel (Differenzen- 
gleichung) + a,a®"1+ ... +a, nach p kongruent, außerdem aber noch nach be- 
stimmten Bedingungen gewählt wird, eine Hauptrolle. Weiterhin wird die Ausdehnung 
auf Primzahlpotenzen und schließlich auf allgemeine Zahlen als Moduln vorgenommen. 

j Schrutka (Wien). 

Whyburn, William M.: Funetional inequalities. Töhoku math. J. 33, 265—274 
(1931). 

L’auteur prouve quelques propositions presentant une certaine analogie avec 
les theoremes ‚‚sur les valeurs moyennes des fonctions‘; p. ex., lorsque 


Fl) <Ihe)a@) (a<2<b), 


ou F, fi, 5 sont des fonctions continues et non-negatives, et a,b; sont 
des nombres tels que 


0=<0<g(a), 0<b<glb), F)=Nafla), F)=-N4H6), 
ii i=1 


F(a>0, F()>0, 


alors il existe un systeme de fonctions continues et non-negatives 
h,(2) <g; (X) telles que 


Fa) = Shit) hie), ,a)=a, Ab)=b (=1,2,...,n. 
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Des propositions analogues sont &tablies pour les fonetions mesurables. Ensuite, 
M. Whyburn indique quelques applications & la nouvelle d&monstration des theoremes 
“sur l’unicit& des solutions des &quations differentielles ordinaires verifiant la condition 
de Lipschitz sous la forme generalisee par M. Carath&odory; le cas general est 
ici ramene & celui du systeme lindaire, Saks (Warschau). 

Badeseo, Radu: Resolution d’une &quation fonetionelle et fonetions itöratives gens- 
ralisees. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 599—602 (1931). 

Der Verf. berichtet, daß in der Umgebung eines anziehenden oder abstoßenden 
Fixpunktes oder Zyklus der verallgemeinerten Iteration 2, = -ı (O(2)), wo @(z) 
analytisch ist, die Lösung einer Funktionalgleichung der Form: 


pP) =AFl) PO) + YlR) 
als Quotient zweier ganzer Funktionen in A dargestellt werden kann. Im Falle eines 
vermischten Fixpunktes oder Zyklus existieren auf den Begrenzungen der Konvergenz- 
gebiete in z und A wesentliche Singuläritäten der Lösung. Hildebrandt (Aun Arbor). 


Variationsrechnung: 


Douglas, Jesse: Solution of the problem of Plateau. (Massachusetts Inst. of Techn., 
Cambridge.) Trans. amer. math. Soc. 33, 263—321 (1931). 

Der Verf. gibt eine bis in alle Einzelheiten ausgeführte Darstellung seiner auszugs- 
weise schon seit einigen Jahren publizierten Ideen zur Lösung des Plateauschen 
Problems: Durch eine vorgegebene geschlossene doppelpunktfreie Kurve © des drei- 
dimensionalen Raumes eine Fläche kleinster Oberfläche zu legen. Nach Weierstrass 
kann diese Aufgabe darauf zurückgeführt werden, im Inneren des Einheitskreises Z 
einer komplexen 2-Ebene 3 reguläre Funktionen F,(z) zu finden, so daß 


3 
Ir? = 0 
| 


wird und die Realteile von F,(z2) den Rand von E eindeutig umkehrbar und stetig 
auf C abbilden. J. Douglas erweitert diese Fragestellung, indem er C im n-dimen- 
sionalen Raume gelegen, stetig, doppelpunktfrei, sonst aber völlig beliebig nimmt 
und n in Z reguläre Funktionen F/(z) mit 2) Fi(e2)? = 0 sucht (und findet), deren 
Realteile R(F;(z)) den Rand von Z stetig und umkehrbar eindeutig auf C abbilden. — 
Da nach Poisson die Darstellung einer Potentialfunktion mit auf E gegebenen stetigen 
Randwerten bekannt ist, besteht die ganze Schwierigkeit in der richtigen Abbildung 
der Kreislinie auf C’; denkt man also erstere als im Intervall O bis 2 periodische Vektor- 
funktion eines Parameters t geschrieben, während analog der Vektor mit den Kompo- 
nenten 9,(©) des allgemeinen Punktes von C periodisch von ®in0<0<2n ab- 
hängen möge, so wird eine geeignete, umkehrbar eindeutige, stetige Funktion ©(t) 
gesucht. Verf. stellt hierzu das folgende Minimumproblem 


2n 27 
A[9] rue 
00 


ol 8 

sin? 5) 
A wird ein nach unten halbstetiges Funktional durch die an sich unwesentliche Fest- 
legung dreier Werte ©(t,), 9(t,), O(t;) (entsprechend einer linearen Transformation des 
Einheitskreises Z in sich); die Menge der zugelassenen ©(t) ist im wesentlichen schon 
kompakt und bekannte Häufungssätze für Funktionen anwendbar; es ergibt sich, 
wenn A überhaupt für das vorgelegte C endlicher Werte fähig ist, eine Grenz- 
funktion ©(t), von der gezeigt wird, daß sie eine umkehrbar eindeutige stetige Ab- 
bildung der Kreislinie auf © vermittelt und A zum Minimum macht. — Die Bil- 
dung der Variationsableitung von A, die nun den Übergang zum Nachweis der 
Gleichung 2) F;(z)? = 0 bildet, wird infolge der Singularität des Integranden von A 
und der Eigenart der konkurrierenden Funktionen ©(t) vorsichtig mit explizit an- 
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gegebenen abzählbar vielen Scharen von Variationen unternommen, von denen jede 
das Verschwinden genau eines Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung des 
Ausdruckes D)F/(z2)? um den Punkt z2=0 liefert. — Übrigens ist das Minimum 


{7 
von A bis auf einen Zahlenfaktor gleich dem Flächeninhalt der in € eingespannten 
durch die Realteile von F;(z) bestimmten Minimalfläche oder auch gleich dem über E 
erstreckten Doppelintegral von 2) |F;(2)?|. Falls CO so beschaffen, daß A nicht endlich 


® 

sein kann, ergibt Approximation durch Polygone das anfangs genannte Hauptresultat. 
— Der Fall einer ebenen C (n = 2) in der Douglasschen Formulierung ergibt eine sehr 
einfache Lösung des Riemannschen Abbildungssatzes, aus der die Osgood-Caratheo- 
dorysche Ränderzuordnung ohne Zusatzüberlegung herausspringt, da hier die Methode 
eben gerade in der Aufsuchung der richtigen Randabbildung besteht, während die 
Verhältnisse im Innern durch das Poissonsche Integral geregelt werden. — Die — 
übrigens sehr klar dargestellte — Arbeit benutzt nur Tatsachen, die auch sonst für 
die Analysis von fundamentaler Bedeutung sind, und ist daher eine für sich allein 
verständliche und vollständige Lösung des — vom Verf. noch verallgemeinerten — 
Plateauschen Problems. Hans Lewy (Göttingen). 

Morse, Marston, and Sumner Byron Myers: The problems of Lagrange and Mayer 
with variable end points. Proc. amer. Acad. Arts a. Sci. 66, 235—253 (1931). 

Le probleme consiste a determiner parmi les lignes 


Yı = Yı(&) Be 1,2..Pana eg 
verifiant les m &quations differentielles (m < n) 
Bald; Yis 1 9 a ao) 0 A a 
et partant d’un point de la multiplieite 
a la, 5) Fr On nie A 
pour aboutir & un point de la multiplieite 
el, eo RR) Geihj2;...,n) 


(conditions aux limites) celles qui rendent la somme 


x? 
TErHEyr EYE 7, y%)82 #9 (8) 
x. 


minimum. — On considere comme acceptables les lignes continues & tangente continue 
sauf peut-&tre sur un nombre fini de points. — Il faut d’abord definir un faisceau & 
un parametre de courbes acceptables en partant d’un systeme de variations accep- 
tables. Les auteurs citent & cet €gard un theor&me dü & M. Bliss mais d’oü la con- 
sideration des conditions aux limites est encore absente. Ils etablissent ensuite les 
equations d’Euler et la conditions de transversalite sous la forme suivante: Si l’are 


Y% = yı(&) B=12..,8, ze) 
fournit le minimum de l’expression envisagee, il existe des constantes C,, Cg, ..., 
et des multiplicateurs Ay, A, (2), . . . Am(&) tels qu’en posant 

? F=%4l + 4,D, + a + An Din 
on aıt 
a? 
oF 'oF HE 
en = (7, de RN @=1,2%...,n) (A) 

a‘ 

et 

‚OF OF a 

R-Zuzn)de+ I szaul, +440=0, (B) 
les differentielles dx, dy;, dO &tant prises par rapport & &,, ..., &,. Le premier des 


multiplicateurs, & savoir A,, est une constante. S’il existe un systeme de multiplicateurs 
tels que A, + 0, Yarc est dit „normal“ (dans la terminologie de M.Hadamard, on 
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dirait qu’ils n’appartient pas a un champ singulier). Les auteurs expriment sous diffe- 
rentes formes @quivalentes la condition necessaire et suffisante pour qu’un are soit 
normal, et demontrent, pour les arcs de cette espece, un theor&me analogue & celui 
de M. Bliss, oü les conditions aux limites sont dej& prises en consideration. Pour 
terminer, ils interpretent geometriquement les conditions qui assurent qu’un are soit 
normal. A. Szücs (Budapest). 


Theorie der analytischen Funktionen: 


Pompeiu, D.: Sur une propriöt& des fonetions holomorphes. ©. r. Acad. Sci. Paris 
192, 794—795 (1931). 

Sı une fonction f(z) est monotone dans un domaine D, sa derivee n’a 
pas de zeros dans ce domaine. Je me propose, dans ce qui-suit, de donner une 
demonstration de ce theoreme en &tablissant la proposition contraire. Autoreferat. 

Bosanquet, L. S.: A problem concerning mean values of analytie funetions. Proc. 
Lond. math. Soc., II.s. 32, 129—141 (1931). 

Hardy, Ingham und Polya haben den folgenden Satz bewiesen (Proc. Royal 
Soc. [A] 113 [1927]): Wenn /(z2) = f(@ + iy) im Streifen & <xz< ß regulär ist, 


wenn ferner j 47 


Je; T)= 375 IBHOLZE 
z—iT 


für die gerade natürliche Zahlpim Streifen beschränkt ist und 
J(2) = lm J(2;7T) 
T>o 

für unendlich viele x mit wenigstens einem Häufungspunkt im Inter- 
valla<x2< existiert, dann existiert J(z) im ganzen Intervalla <xz<ß, 
und zwar in jedem Intervall x <a’<xz=P’<P gleichmäßig. Besico- 
vitch (Proc. London Math. Soc. [2], 27 [1928]) zeigte, daß der Satz für jedes p > 0 
richtig ist, falls n(7)/T — 0 strebt, wo n(T)) die Anzahl der Nullstellen von /(z) im Recht- 
eck a <xz<Pß, —T<y<-+T bedeutet. Darüber hinaus gelang es Besicovitch, 
Funktionen zu konstruieren, für die der Grenzwert J(x) an endlich vielen beliebig vor- 
gegebenen Stellen des Intervalls & <x< ß ohne Häufungspunkt n <x<Pß, und 
nur an diesen Stellen existiert. Der damit geführte Nachweis der Unmöglichkeit, den 
obigen Satz zu verschärfen, wird von Bosanquet neu erbracht, und zwar mit einer 
Methode, die der von Besicovitch angewendeten ähnlich, aber doch in wesentlichen 
Punkten von ihr verschieden ist. Bos. fügt die Bemerkung hinzu, daß der Satz von 
H., I. und P. durch Verwendung der Blaschkeschen Verschärfung des Vitalischen 
Satzes als Beweisstück an Stelle des Vitalischen Satzes selbst die folgende Erweiterung 
gestattet: Wenn J(x) an den Stellen x, &, ... existiert, und die Reihen 
D.(z, — &) und D/(# — z,) beide divergieren, dann existiert J(z) für alle z 
des Intervalls. Die Frage, ob dieser Satz in gleichem Sinne wie oben eine best- 
mögliche Aussage ist, wird offen gelassen. R. Schmidt (Kiel). 

Paatero, V.: Über die konforme Abbildung von Gebieten, deren Ränder von be- 
sehränkter Drehung sind. Helsinki: Diss. 1931. 79 8. 

E. Study hat in seinen „Vorlesungen über ausgewählte Gegenstände der Geo- 
metrie, II“ folgende Aufgabe gestellt: Es soll die Natur aller derjenigen konformen 
Abbildungen des Einheitskreises, welche die aus der Formel 

27 


logE/(e) = — — [logll — zei") yo) 
0 


bestimmte Funktion £(z) ergibt, wenn w(d) eine beliebige Funktion von beschränkter 
Schwankung ist. Eine vollständige Lösung dieser Frage hat Study nicht gegeben; 
er hat nur gezeigt, daß die monotonen Funktionen y(W) den konvexen Abbildungen 
des Einheitskreises entsprechen. Paatero gibt die vollständige Lösung, indem er 
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zeigt, daß die durch die Studysche Formel definierten Abbildungsgebiete durch ihre 
beschränkte Randdrehung ausgezeichnet sind. Unter diesem Ausdruck versteht der 
Verf., daß der Richtungswinkel der Randtangente eine Funktion von beschränkter 
Schwankung ist. Es wird aber auch eine Definition der Randdrehung gegeben, die 
vom Vorhandensein einer Randtangente unabhängig ist. Die Lösung erfolgt mit Hilfe 
der bekannten zuerst von Ostrowski abgeleiteten Poisson-Stieltjesschen Integral- 
darstellung einer analytischen Funktion. Diese Darstellung wird auf den Studyschen 
Ausdruck 1+ Zn 
zu der Randdrehung steht. Sehr bemerkenswert sind die Abschätzungen, die der Verf. 
für die Funktion £(z) und ihre Ableitung findet, wenn die Randdrehung gleich & gesetzt 


wird. Es gilt * 
Fa sir@ls - (Helle 


angewandt, deren reeller Teil in leicht einzusehender Beziehung 


i=eplire) i=ePli=ei 
Kali) = 


Wenn & =4n, so ist das Bildgebiet schlicht. Dementsprechend gehen die obigen 
Formeln für & = 4r in die bekannten Abschätzungen für schlichte Funktionen über. 
Die ganze Darstellung, die mit einer Untersuchung über die Ränderzuordnung schließt, 
ist äußerst ausführlich, und alle vorkommenden bekannten Hilfssätze werden aufs 
neue bewiesen. L. Ahlfors (Äbo [Finnland)). 

Ginzel, Ingeborg: Die konfiorme Abbildung durch die Gammafunktion. Acta Math. 
(Uppsala) 56, 273—353 (1931). 

Im wesentlichen handelt es sich hier um ein numerisch-geometrisches Studium 
der Werteverteilung der Funktion w= I!) = z +iy=re?, w=u+ iv=oei®) 
in dem Gebiete |x|, |y| <10. Zu diesem Zwecke werden in der 2-Ebene sowohl die 
„reellen“ und „imaginären Linien“ (w= konst. bzw. v— konst.), als auch die „‚Höhen- 
linien‘“ und „Stromlinien“ (0 = konst. bzw. © = konst.) ermittelt. Als Hauptergebnis 
ist eine östellige Tabelle zu betrachten, welche für die Linien © = = und lg oe = en 
(K ganzzahlig) die den Werten von & mit dem Abstande $ zugeordneten Werte von y 
I’) 
T@ 
der Verlauf der Höhenlinien und Stromlinien in ihrer Nähe speziell untersucht; außer- 
dem findet man hier eine Tabelle der Krümmungen der Stromlinien in den Nullstellen 
der y-Funktion und in den Polen der /-Funktion; dazu werden noch Wendepunkts- 
kurven der Stromlinien angedeutet. Auch liegen 3 Zeichnungen vor. Der folgende 
allgemeine Satz scheint beachtenswert zu sein: es liegen die Krümmungsmittelpunkte 
der Stromlinien in einer einfachen Nullstelle 2 einer analytischen Funktion f(2) auf 
dem Mittellote der Verbindungsstrecke von 2 und z2-+ 2 HE . (Was das Krümmungs- 
problem der Stromlinien betrifft, zeigt die Verf. an, daß sie die diesbezüglichen analy- 
tischen Hilfsmittel Herrn P. E. Böhmer verdanke, dessen Untersuchungen bisher 
noch nicht veröffentlicht seien.) 

Alle Rechnungsverfahren sind ausführlich dargelegt. Es wurde die Stirlingsche Formel 

IgT(e) = $1g2r +@— Ylgz—-z+ ul), imulß)=0, 
und ihre Umformung 2>0 
lgI(2 +3) = $1g2r + zlgz — 2 — [u(2) — u(22)] 
zugrunde gelegt; dabei wurde das Restglied vernachlässigt und eine entsprechende Korrektur 
unter das Zeichen des Logarithmus eingeführt. Die Ergebnisse erwiesen sich als befriedigend 
auch für ziemlich kleine Werte von |z|; nötigenfalls wurde die asymptotische Zerlegung von 
(2) und Fakultätenreihen angewandt. Man beachte einen offenbaren Druckfehler in der 
Tabelle2, 8.346: die 13 Spalten $<x<4) sollen um eine Zeile tiefer gesetzt werden. 
V. Gontarov (Charkov). 


angibt. Es werden 9 erste Nullstellen der Funktion y(2) = ausgerechnet, und 
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Hodgkinson, J.: Some results in the theory of conformal representation. Quart. 
J. Math., Oxford ser. 2, 20—30 (1931). 

Es handelt sich zunächst um die Uniformisierung der Funktion u(z), welche die 
2-Halbebene auf ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln n/2, n/3, r/n konform ab- 
bildet. Indem er für z eine. Modulfunktion substituierte, hat Klein (für n = 2, 3, 4, 5) 
u zu einer eindeutigen Funktion von einer neuen Veränderlichen r gemacht und ex- 
plizite angegeben. Verf. löst das Problem für den Fall n = 6 in entsprechender Art, 
durch Substitution einer Modulfunktion z(r). Von der bekannten Darstellung der 
Funktion c(r), welche das nullwinklige Kreisbogendreieck auf die Halbebene konform 
abbildet, als ein unendliches Produkt, ausgehend, erhält er für die Funktion « die 
Reihenentwicklung: 


TI (- 1Mtr(2n — Heim dH+nD 


Me 3m -MHn— 


Mn =—o 

Nun zeigt der Verf., unter Anwendung des Spiegelungsprinzips, daß diese eindeutige 
Funktion u, aufgefaßt als eine Funktion von c, die c-Halbebene auf ein gleichseitiges 
Dreieck in der u-Ebene abbildet; damit ist die Transzendente des gleichseitigen 
Dreiecks uniformisiert. Hieraus leitet er eine besondere Darstellung der hypergeo- 
metrischen Funktion F(1,3,%;c) her. Auf analoger Weise uniformisiert der Verf. die 
Transzendente des gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreiecks und erhält für sie eine 
4-fache unendliche Reihe. Ferner betrachtet der Verf., in Anlehnung an eine frühere 
Arbeit, automorphe Funktionen, welche bestimmte Kreisbogendreiecke auf die Halb- 
ebene abbilden, und versucht, sie gleichfalls mit Hilfe eines Spiegelungsverfahrens 
explizite darzustellen. Henri Jordan (Rom). 

Basoco, M. A.: On the trigonometrie expansion of elliptie funetions. Bull. amer. 
math. Soc. 37, 117—124 (1931). 

Verf. betrachtet eine elliptische Funktion /(z) mit denPeriodenzundat=nu-+ in», 
v»>0. f(z) habe im Periodenparallelogramm k Polez=a,,1<r=k, mit den Haupt- 
teilen ne 


2a); 
it r) 


Es wird eine trigonometrische Entwicklung der Funktion f(z) gesucht, die in einem 
Horizontalstreifen beliebiger, aber fester Breite gültig ist. Zu diesem Zwecke bezeichne ® 
das Parallelogramm 


ß 
> (Bo = Mat), 


m=—a 


wo ®, ein Periodenparallelogramm mit reellem linken unteren Eckpunkt ist. Man bilde 


10) ezit 


erstreckt über den Rand von ®. Es ergibt sich 


ES, O,ein2 + > > > ( ln  etg(z — elan.kiel } 


n=-% Mm=—a 1= 


und durch eine nochmalige REREh lassen sich die C, zu 


ne eh Set ur, e-2ina, 
Nez (1)! 4 


3 
C ee > SICHER eziNar 
-n 


nee s=1 ui) 
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(n=1,2,...) auswerten. Aus dieser Formel erhält man durch einfache Umrechnungen 
eine Reihe bekannter Darstellungen elliptischer Funktionen; 
1. It m; =1fürlzr=k, so folgt 


Mage, + Dar en 


Bern ee 
2. Par.) = 3m a. Te — c082nz 
A 1 
5 fung 
und die analogen Entwicklungen für @2(z),, sin am?(z), in ame), 


Watson, 6. N.: Theorems stated by Ramanujan. XII: A singular modulus. J. Lond. 


math. Soc. 6, 65—70 (1931). 
Es handelt sich um ein numerisches Problem der komplexen Multiplikation, das 


Ramanujan folgendermaßen formuliert hat: Sei 


Fo)=1+(5)a+(,) +: F(l — x) = Y2IOF(o), 


dann ist 
-(2-1)!2- 37-68-3177)’ 110-3)°e-Vı)'y15- Y14)’(6-735)°. 
In der Sprache der elliptischen Funktionen ist 
T=1Y210, = %, F(&) = F(3,4,1,0). 
Verfasser zeigt zunächst, daß man aus der Kenntnis der Zahl 9510, wo 


Pi ıl = © 
2? — = Ag | N (1 gem+n)ız, g= e-”/n 
m= 


auf Grund eines von Ramanujan in seinem ‚note book“ offenbar ohne Beweis an- 

gegebenen Lemmas den genannten Wert a erhält. Das Lemma, das der Verf, beweist, 

lautet folgendermaßen: Sei uv—= gß, man setze 

W+u?=20, 2 +02=39, JR +MR—-1=W, U+/+W+I1=28. 

Dann ist 
=-(Ys-Ys-1)-(YyS-U-YS-U-1)(Ys-7-YS-V-1)Ys-W-ys-w-1). 


Der Wert 


Petersson. 


— = — = - — = 

210 = Vy3 + Yals yıa + 5y5V3(y7 + 3)Ya()6 + 1) 
den Ramanujan gleichfalls ohne Beweis anführt, findet sich schon bei Weber. Über 
die Art, wie Ramanujan zu diesem Werte gekommen ist, äußert der Verf. folgende 


Vermutung: Bildet man , = x und g„ = y, so ergibt sich für n = 210 aus der De- 
25 
finition von 9„, daß die Zahl A = 3 (a? y? + x”°?y”?) auf 6 Stellen genau mit der quadra- 


tischen Irrationalität 4(25 +6 yı4) übereinstimmt. Man setze also versuchsweise 
4= (25 +6 yıs). Dann erhält man zunächst den obigen Wert 9,,, aus der algebrai- 


schen Gleichung zwischen @ und y: @°y"3— x”°®y? = 4 A und ferner nach einer längeren 
Rechnung die Beziehung 9,9 „ =1. Daher und weil stets Inga = = list, folgt a = 9.» 
105° ” . 10 


also tatsächlich n = 210, da g„ eine monoton wachsende Funktion von nr ist. 
Petersson (Hamburg). 
Subbotin, M. Th.: Sur les propriet&s-limites du module des fonetions entieres d’ordre 
fini. Math. Annalen 104, 377—386 (1931). 3 
Das Anwachsen der ganzen Funktion g(z) = D%,2”, welche dem Normaltypus 1 
0 


der Ordnung 0 = 0"! angehört auf einer Gerade 2=r - eP?, 0 <r<-+ oo stehtim engen 
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Zusammenhange mit der Lage der Singularitäten der Potenzreihe f(z) =In on+ T)on2". 


Wenn = |£je‘® ein solcher singularer Punkt ist, so definieren die Glßtehfungen 
1 mer, d-on=p=9+ 07, |ne|= exp| — |&]e0os2 2 


eine Kurve in der komplexen Ebene, Die Gesamtheit dieser Kurven vermehrt um den 
Kreis |7,| = 1 wird nun von dem oben genannten Strahle 2 — re‘? allgemein in mehreren 
Punkten geschnitten. Ist nun z= Re‘? der absolut kleinste von diesen Schnittpunkten, 
so ist lim |g (p’e'? |VY? = R;!. Der Kreis |n,|=1 fällt nur in dem Falle ab, wenn der 


pP>o 
Parameter 7 so gewählt werden kann, daß die Funktion (—Logz) "* f{ei? (—Logz)-*} 


im Punkte z=1 regulär ist. Dieser Haupteatz führt nun den Autor zu verschiedenen 
Folgerungen. Es ist lim 2 | g(rei?| = © für alle ganze Funktionen der Ordnung oe <4 


und für beliebiges gi St o=}$, so kann nur ein einziges @ existieren, für welches 
\g(reir|=O(l). Wenn 0>1 ist, so wird lim |g(rei?| = in einem Winkel, dessen 
>02 


Größe mindestens zo”! ist. Die Sätze von Herrn Fabry, Vivanti-Borel-Dienes 
und Pölya, welche die Lage der Singularitäten von f(z) betreffen, können als Sätze 
über das Anwachsen von g(z) interpretiert werden. Der Autor beweist den Hauptsatz 
mit Hilfe der Transformationsformel 


z—1 op ea 1 . a 
Ir glpeir) 2 — Seren i (—Logz + 2kai)°|’ 


welche ein Spezialfall einer RR allgemeineren ist, M. Kössler (Prag). 
Ullrich, Egon: Über die Ausnahmewerte von algebroiden Funktionen. Vorl. Mitt. 
Anz. Akad. Wiss. Wien, Math.-naturwiss. Kl. Nr, 3, 27—31 (1931), 
Selberg hat unter Anwendung Nevanlinnascher Methoden für k-wertige algebroide 
Funktionen die Defektrelation 


>62) + Iu(z) <2k 


bewiesen, welche als Spezialfall den Remoundosschen Satz enthält, daß eine k-deutige 
algebroide Funktion höchstens 2% Werte ausläßt. Für meromorphe Funktionen 
(k =1) wird die rechtsstehende Schranke 2 bei allen einfachen Funktionen erreicht, 
Der Verf. zeigt nun, daß dies nicht mehr für k>1 gilt, sondern daß im allgemeinen, 
d. h, unter Ausschluß einer ganz speziellen Klasse von Funktionen, die Schranke 2% 
durch 2 ersetzt werden kann, Zu diesem Ergebnis kommt man, wenn man die Dichte 
der Verzweigungsstellen der Eindeutigkeitsfläche der Funktion /{x) gemessen an der 
Wertverteilung selbst betrachtet, Diese Dichte wird durch die Größe 

N.) 

ACT Ya 


lim 
T>%9 


definiert, wobei N,(r) in derselben Weise aus der Anzahl n,(r) der in |x|<r fallenden 
Verzweigungspunkte der Riemannschen Fläche gebildet wird wie N(r) aus nr). Dann 


gilt 
Da) + Zula)<S2H+ 2. 
® (2 
Außerdem ist 
N,(r) <2(k— 1)T(r, +00), 
woraus folgt, daß &>0 ist, nur wenn N,(r) von derselben Größenordnung wie 7(r, f) ist. 
Dieser Fall ist aber als eine Ausnahme zu bezeichnen. Diese Sätze sollen in einer dem- 
nächst erscheinenden Arbeit im Crelleschen Journal bewiesen werden, L. Ahlfors. 
10* 
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Cartan, Elie, et Henri Cartan: Les transformations des domaines cerel&s bornös. 
C. r. Acad. Sci. Paris 192, 709—712 (1931). 

Die Verff. berichten über die Ergebnisse einer demnächst erscheinenden Arbeit 
aus der Theorie der analytischen Transformationen im Raume zweier komplexen Ver- 
änderlichen. In dieser wird endlich die seit langem offene Frage nach den eineindeutigen 
und analytischen Abbildungen der Kreiskörper in sich und untereinander vollständig 
gelöst. Die Verff. stützen sich bei ihren Überlegungen im wesentlichen auf die Liesche 
Theorie. Durch Untersuchung der kleinsten Gruppe, die die Substitutionen w! = we'®, 
2! = zei? (Ö reell) und eine nach Voraussetzung vorhandene Transformation 8 des zu 
untersuchenden Körpers enthält, gelangen sie zu folgenden Ergebnissen: Es sei ein 
beschränkter Kreiskörper D nicht ganz linear auf einen Reinhardt- 
schen Kreiskörper abbildbar. Läßt dann D eine eineindeutige analy- 
tische Transformation in sich zu, die den Mittelpunkt verschiebt, so 
ist D auf einen Körper A, ganz linear abbildbar, wobei A, aus der 
Gesamtheit aller Punkte (w,z) besteht, die den Bedingungen: 


v|<1|2|<1, | —-wl1-wz| <a 


genügen. Die möglichen Abbildungen der Körper A, lassen sich leicht angeben. 
Da auch die Abbildungen der Reinhardtschen Kreiskörper bekannt sind (Thullen: 
Die Invarianz des Mittelp. von Kreiskörp., Math. Ann. 104), können die Verff. dann 
weiter folgern: Gehört der beschränkte Kreiskörper D nicht einem der 
Körper A, oder einem der Körper |w|®+|z|*<1 (oder deren linearen 
Bildern) an, so sind sämtliche Abbildungen dieser Bereiche in sich und 
untereinander mittelpunktstreu und folglich ganz linear. Sind zwei der 
Ausnahmekörper aufeinander abbildbar, so gibt es auch eine ganze 
lineare Transformation, die bereits die beiden Körper aufeinander ab- 
bildet. Also übersieht man nunmehr die sämtlichen möglichen eineindeutigen und ana- 
lytischen Abbildungen der Kreiskörper. Thullen (Münster i. W.). 

Severi, Francesco: Sur une propriet& fondamentale des fonetions analytiques de 
plusieurs variables. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 596—599 (1931). 

Es handelt sich um folgende Verallgemeinerung des Satzes von Morera: Eine 
in einer vier-dim. Zelle # stetige Funktion f(x, y) der komplexen Variablen x, %, für 
die das Integral f N f(x, yJdxdy, erstreckt über eine geschlossene Fläche innerhalb E, 
stets Null ist, ist notwendig eine analytische Funktion von x, y. Durch Betrachtung 
einer speziell geformten Integrationsfläche zeigt Verf., daß das Integral 

zy 

[ It& y)dady 

ab 
unabhängig davon ist, auf welchem Wege in der x- bzw. y-Ebene die Integration aus- 
geführt wird, und somit eine Funktion F(z, y) darstellt. Diese erweist sich mit Hilfe 
des Satzes von Morera als analytische Funktion von x bei festem y und umgekehrt, 
und somit auch als analytische Funktion von x, y. Verf. kündigt wichtige Anwen- 
dungen des Satzes in der Theorie der algebraischen Funktionen zweier Variablen an. 

Kähler (Hamburg). 

Thullen, Peter: Zu den Abbildungen durch analytische Funktionen zweier kom- 
plexen Veränderlichen. Die Starrheit der nicht überall pseudokonvexen Gebiete. Math. 
Annalen 104, 373—376 (1931). 

Soit D un domaine ‚dans l’espace de deux variables complexes. Nous dirons 
qu’il jouit de la propriet& (T) si, M et N &tant deux points quelconques de D, 
il existe toujours une transformation analytique biunivoque de D en lui-m&me qui 
transforme M en N. L’auteur avait d&montre dans un autre travail [Math. Ann. 104, 
244—259 (1931); conf. ce journal 1, 23] que, parmi les domaines de Reinhardt 
bornes de centre O (= domaines se transformant en eux-memes par toutes les 


149 


transformations 2 = ze*, yY—=yef, & et ß reels et quelconques), seuls les 
domaines 1° |2|l<A, |y|<B _ (hypercylindre), 

2° Ale]? + Bjyl®< 1 (hyperellipsoide) 
jouissent de la propriete (T). Dans la note presente l’auteur dmontre [en s’appuyant 
sur des resultats de M.G. Julia, Acta Math. 47, 53—115 (1926)] que: Si un domaine 
born& D jouit de la propriet& (T) il est nöcessairement le vrai domaine 
d’existence d’une famille normale des fonctions analytiques de deux 
variables (cette condition n’&tant pas suffisante) et, par suite (ce qui resulte des 
recherches deM. G. Julia), il doit &tre pseudoconvexe et simplement connexe, [Pseudo- 
convexe = sa frontiere satisfait & la condition de E. Levi, Ann. di Mat. 17, 61—87 
(1910).] F. Leja (Warschau). 

Süss, Wilhelm: Differentialgeometrische Kennzeiehnung Reinhardtscher Kreis- 
bereiche. Töhoku math. J. 33, 240—243 (1931). 

Es wird nachgewiesen, daß die Reinhardtschen Kreisbereiche durch folgende 
differentialgeometrische Eigenschaft gekennzeichnet sind: Die Normalen der Rand- 
hyperfläche schneiden 2 feste vollorthogonale Ebenen (deren Schnitt der Mittelpunkt 
des Körpers ist). Mit Hilfe der Rodriguesschen Formeln zeigt sich, daß 2 von den 
Krümmungslinienscharen aus Kreisen bestehen, deren Ebenen den gegebenen beiden 
Ebenen bzw. parallel sind, womit alles bewiesen ist. Kähler (Hamburg). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung, Versicherungsmathematik: 

Kolmogoroff, A.: Über die analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeits- 
reehnung. Math. Annalen 104, 415—458 (1931). 

L’auteur etudie les proces physiques stochastiguement de£finis, c’est & dire tels, 
que la connaissance de l’etat X, du systeme & un moment donn& determine la distribu- 
tion des probabilites des &tats possibles X du systeme & un moment quelconque 
t > t,. Ce qui caracterise cette etude, c’est la consideration de la variation continue 
du temps £, tandisqu’habituellement on envisage seulement des valeurs du temps £, 
formant une suite discrete £,,2y,...t,,... Dans le premier chapitre l’auteur se place 
dans le cas le plus general, oü les &tats possibles forment un ensemble mesurable 
quelconque; il donne ici des conditions suffisantes tres generales pour la validite 
du prineipe ergodique qui comprennent comme cas particuliers celles qui ont ete 
obtenues par M.M. Hadamard et Hostinsky. Dans les second et troisieme cha- 
pitres il forme des &quations differentielles ordinaires auxquelles satisfont les fonctions 
de distribution, lorsque les etats possibles du systeme appartiennent & un ensemble 
fini ou denombrable. Ces @quations correspondent aux @quations aux differences 
finies employees, apres A. Markoff, par M.Romanowsky, et on obtient au sujet 
des distributions limites des resultats analogues & ceux qui ont ete obtenus par ces 
math&maticiens. Dans le 4me chapitre, en generalisant la methode employee par 
M. Lindberg pour etablir le theoreme limite de Laplace-Liapounoff, l’auteur 
reussit & former dans des conditions assez genfrales deux &quations aux derivees 
partielles du type parabolique auxquelles satisfont les fonetions de distribution des 
probabilites dans le cas, oü les &tats possibles constituent un ensemble continu. 
Ces &quations formant une extension des &quations trouvees anterieurement (sans 
demonstration suffisante) par M. Bachelier, sont &tudiees dans des cas particuliers, 
ou par un changement de variables elles peuvent se ramener & l’&quation de le chaleur 
& coefficients constants & laquelle satisfait la fonction classique de Laplace. Pour 
le cas general, la question de l’existence et de l’unieit& de la solution de ces €quations, 
d’apres les donnees initiales, reste ouverte. S. Bernstein (Charkow). 

Levy, Paul: Quelques thöor&mes sur les probabilites denombrables. ©. r. Acad. Sci. 
Paris 192, 658—659 (1931). 

Soit {z,} une’suite de variables &ventuelles independantes, X la somme 2, + --- 
+ 7,; x, une variable auxiliaire born&e, @gale & z,, si u <a,<b„, et, dans le cas 
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contraire, & la valeur probable uw, des valeurs qu’elle a dans le premier cas; &, la’pro- 
babilit& du second cas; m/? la valeur probable de (x) — 1), An et mi, celles des x, 
et (2, — 4). — On distingue le cas de convergence de I'm, , le cas de divergence 
apparente oü Im; diverge, mais on peut choisir a, et d, de maniere & assurer la 
convergence simultande de De, et Im’, enfin le cas de divergence reelle, ot 
cela est impossible. — On utilise ces definitions pour formuler deux theor&mes de 
MM. Khintschine et Kolmogoroff et enoncer deux theor&mes nouveaux. Noit 
{A,} une suite de nombres reels quelconques. Dans le cas de divergence re&elle 
la probabilit& ? d’une infinite de r&alisations de linegalite X, > 4A, 
est toujours &gale, soit & O0, soit & 1. — Ce theoreme definit une coupure 
dans l’ensemble des suites {4,}. Quelques theoremes de MM. Khintschine et Kol- 
mogoroff permettent de placer approximativement cette coupure. Une approxima- 
tion un peu meilleure pour le cas de Bernoulli (x, est egale a 1 ou & O avec des pro- 
babilites respectives & et 1— &) resulte du theor&me suivant: la probabilite d’une 
infinite de realisations de 
X, >n&+Y2a(l —a)n(logn + clog, n) 
estOsi c>$etlsies}. Kolmogoroff (Moskau). 

Baten, W. D.: The probable error of certain funetions of the errors made in measure- 
ments. Bull. amer. math. Soc. 37, 105—116 (1931). 

Es sei m das Resultat der Messung einer Größe a und F(x) die Wahrscheinlich- 
keit, daß der Fehler a — m zwischen den Grenzen — oo und x liege. Dann existieren 


unter gewissen Voraussetzungen über die Integrale j! xdF(x) und IE dF(x) Kon- 


stanten d, die von m nicht abhängen, derart, daß das mittlere Fehlerquadrat von b m 
kleiner als das von m ist. Ebenso folgt für das arithmetische Mittel M einer Anzahl von 
Beobachtungen die Existenz von Konstanten B, so daß das Fehlerquadrat von BM 
kleiner als das von M ist. Ähnliche Resultate ergeben sich für den mittleren absoluten 


Fehler [ |z|dF(x). Die Note bedeutet eine Verallgemeinerung einer Arbeit von 


Dodd [The error-risk of certain functions of the measurements; Mh. f. Math. u. Phys. 
24 (1913)], in der ähnliche Resultate speziell für das Gausssche Fehlergesetz abgeleitet 
werden, auf Fehlergesetze F (x) allgemeinerer Art. Lüneburg (Göttingen). 

Deming, W. Edwards: The applieation of least squares. (Bureau of Chem. a. 
Soils, U. 8. Dep. of Agricult., Washington.) Philosophic. Mag., VIL.s. 11, 146—158 
(1931). 

Die Methode der kleinsten Quadrate wird angewendet bei der Lösung der allge- 
meinen Aufgabe, die wahrscheinlichsten Werte beobachteter Größen und von Para- 
metern zu bestimmen, die durch Gleichungen der verschiedensten Art miteinander 
verbunden sind. Zugrunde liegt stets die Forderung, daß die mit Berücksichtigung 
von Gewichten gebildete Quadratsumme der übrigbleibenden Fehler ein Minimum wird 
mit Bezug auf die wahrscheinlichsten Werte der beobachteten Größen und von Para- 
metern, die in Bedingungsgleichungen zwischen diesen Größen auftreten. Die allge- 
meine Lösung besitzt die Form von Gleichungen mit symmetrischen Koeffizienten, 
die „allgemeine Normalgleichungen‘“ genannt werden. Die Anwendung auf die Fest- 
legung von Kurven wird näher erörtert, weil diese Aufgabe nicht immer dem Sinne 
und dem Zeck der Methode der kleinsten Quadrate gemäß behandelt zu werden pflegt. 
Aus der allgemeinen Lösung werden 2 Gleichungssysteme mit symmetrisch gebildeten 
Koeffizienten abgeleitet. In dem 1. System sind die Verbesserungen der genähert 
bestimmten Parameter die einzigen Unbekannten; das 2. System führt zur Ausgleichung 
der Beobachtungen. Die Gleichungen werden vollständig angegeben für solehe Beob- 
achtungen, die sich durch eine Gerade durch einen festen Punkt darstellen lassen. 
Die Richtungskoeffizienten derjenigen Linien, die im mehrdimensionalen Raum die 
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beobachteten und die wahrscheinlichsten Punkte (Größen) miteinander verbinden, 
werden mit Bezug auf ein rechtwinkliges Achsensystem angegeben. Wenn die Beob- 
schtungen, die durch Punkte im Raum, d. h. durch deren Koordinaten, dargestellt 
werden, von gleichem Gewicht sind, so verlaufen die erwähnten Linien senkrecht 
zu derjenigen Fläche, die den wahrscheinlichsten geometrischen Ort der gesuchten 
Punkte darstellt. Schmehl (Potsdam). 

Wilder, Marian A.: Correlation eoeffieients and transformation of axes. Amer. 
math. Monthly 38, 64—66 (1931). 

The paper tries to show, that it is possible to extend to the other forms of 
correlation the method of interpreting correlation coefficients as cosines of angles, 
which formerly specially is developped in connection with normal correlation surface. 
The starting point is, that three sets of variables (z,, y,,2,, deviations from the 
means) (where k can adopt the values 1,2...) can be expressed as linear functions 
of three new sets (},, 15, Y,), which satisfy the conditions of orthogonality and have 
unit standard deviations. But in this case we can regard (},, u,,v;) as ordinates 
in a system with rectangular axes, and (z,, Y,,2;) a8 ordinates to the same point in 
an oblique coordinate system. Now it is not very difficult to calculate the angles 
or the cosines of the angles between the normals of the planes, and this calculation 
gives as result, that the cosines between the normals (taken two and two) are alike 
the corresponding coefficients of correlation (f. inst. cosines of the angle between the 
planes £=0 and y=0 are alike the r,, etc.). It will be seen, that the result is not 
based on any presumption of normal correlation. Finally it is mentioned, that the 
method can be carried over to the case of m statistical variables and m dimensions. 

K. Christensen (Kopenhagen). 

Sehnaus, 6.: Versehiedenheitsfaktor, Wahrscheinliehkeitstheorie und ihre An- 
wendung in elektrowirtsehaftliehen Reehnungen. (Lehrstuhl f. Elektrizitätswirtschaft, 
Techn. Hochsch., Darmstadt.) Elektrotechn. Z. 1931 I, 441—446 u. 468—471. 

Diese Arbeit zerfällt in einen berichtenden kritischen Teil und einen Teil, der Vor- 
schläge zur Durchführung elektrowirtschaftlicher Rechnungen enthält. Dieser Teil 
bietet dem Mathematiker nichts Besonderes, weshalb von einem Bericht über ihn ab- 
gesehen wird. Um den Inhalt des ersten Teiles zu kennzeichnen, soll eine abstrakt 
mathematische Formulierung der Problemstellung gegeben werden: Die größten 
Maxima der im Bereiche [e, b] gegebenen, stetigen, nicht negativen Funktionen 
Yı(%), %s(2), - - :» Pn(E) seien 8), 8% . - . 5,5 es sei D(z) = D)Y(z) und diese Funktion 
D(z) besitze das größte Maximum 8. Man untersuche die Änderung der Größe 8, 
wenn man die Funktionen ,(z) beliebig abändert und nur die Werte der größten Maxima 

b 


3; und der Integrale [ gı(z) ds bei dieser Veränderung festhält. G. Schnaus lehnt 


07 
ebenso in dem kritischen Teil seiner Arbeit die Arbeiten von G. Dettmar, ETZ 1926, 33, 
und von F. Bergtold, Elektro-Journ. 6, 370 (1926), welche mit elementaren Mitteln 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung auskommen, wie die Untersuchung von W. Kummer, 
Heft 100, Sammlung Vieweg, 1929, der das Theorem von Bernoulli heranzieht, ab, 
da die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung das Problem überhaupt nicht be- 
friedigend beantworten könnten und die von den erwähnten Autoren gemachten Voraus- 
setzungen vielfach zu unbefriedigenden oder unrichtigen Ergebnissen führten. Knoll. 
Bailey, V. A.: The interaetion between hosts and parasites. Quart. J. Math., 
Ozford ser. 2, 68—77 (1931). 
Es sei £ das Lebensalter eines Tieres, und es seien für dieses die Wahrscheinlichkeitsdichten 
41 (2), 11(£) und 7, (£) gegeben, namentlich die des Todes, des Wiedererzeugens eines neuen Tieres 
egn eines anderen Tieres, das auf ihm parasitiert. Seien ferner 3(£), z2(£) 
und »,(£) die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichten für den Parasiten, und sei endlich 
v der Inhalt des Baumes, der dem Parasiten zugänglich ist. Es handelt sich um die Bestimmung 
folgender Funktionen: N,(t), die Raumdichte zur Zeit t der Tiere, welche den Parasiten zu- 
gänglich sind; N,(t), die der Parasiten, welche die Tiere suchen; f,(t) und /,(t), die Anzahl 
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der zur Zeit t geborenen Tiere bzw. Parasiten. Für ein bestimmtes Schema des Parasitismus 
findet der Verf. 4 nichtlineare Gleichungen: 


a [ot ar -fon@Nlt-$+2)d 
Pı(d) - [u e Pı(lt — S)e ds, 
ö 
oo 3 13 
—/Yı (2) dx font) Nst-St2)da 
no [n@e° Pt — &)e j 0% 
ö 
© € 
[Pst@)dz 
N,(t) - [no e Rt-Dd, BAb)=vN(t)NG. 


5 {j 
Wären aus diesen Gleichungen die genannten Funktionen bestimmt, so könnte man auch 
andere wichtige Funktionen der Zeit sowohl für Tiere als auch für Parasiten ermitteln: die 
Wahrscheinlichkeitsdichte des Lebensalters, die Raumdichte aller Individuen, die Anzahl ‚der 
gestorbenen. Die Lösungen der aufgestellten Gleichungen sind aber unbekannt. Nur im Falle eines 
stabilen Zustandes, d.h. wenn alle betrachteten Größen von der Zeit unabhängig sind, ist die Auf- 
lösung dieser Gleichungen ohne weiteres möglich. Zu diesen Resultaten fügt der Verf. eine Kritik 
einer Arbeit von Vito Volterra [Rend. Lincei 5, 3 (1927)] hinzu. V.Glivenko (Moskau). 

Haldane, 3. B. S.: A mathematieal theory of natural and artifieial seleetion. VII. 
Selection intensity as a funetion of mortality rate. Proc. Cambridge philos. Soc. 27, 
131—136 (1931). 

Verf. geht von einer Bevölkerung aus, die aus 2 Typen, A und B, besteht. Als 
Selektionskoeffizient k wird eine Größe definiert, die so beschaffen ist, daß das ‚Verhält- 
nis der Zahl der Individuen A zu derjenigen der B durch einen einmaligen Selektionsakt 
sich (1 + k) mal vergrößert. Das Sterblichkeitsverhältnis z ist das Verhältnis der aus- 
scheidenden Individuen zu den überlebenden. Ist x eine Maßzahl, welche die Lebens- 
fähigkeit des einzelnen Individuums mißt, so sind — unter der Voraussetzung, daß x 
in den Gruppen A und B nach dem Gaußschen Fehlergesetz verteilt ist — die Über- 
lebenden jene Individuen, für welche > X, wobei X gegeben ist durch 


Ve 
Von [ al sa 
x 
ar 2(+ BIC tl, x 
V2r 
Hierin bedeutet A den Mittelwert von z in der Gruppe A, 1 + u die Streuung von z 
in dieser Gruppe, während in der (vor der Auslese gleich großen) Gruppe B der Mittel- 
wert —/ und die Streuung 1— u ist. Als Maß für die Intensität der Auslese (selection 
intensity) wird q = %/2A eingeführt, und es wird die Abhängigkeit der Maßzahl q 
von 2 untersucht für die Fälle, dB u=4, u=0, u=—ti, u=—t4, 
u=—Il, u=—4, = —2), v= —104. F. Baur (Frankfurt a. M.). 

Haldane, J. B. S.: A mathematical theory of natural seleetion. VIII. Metastable 
populations. Proc. Cambridge philos. Soc. 27, 137—142 (1931). 

Diese Mitteilung behandelt das genetische Gleichgewicht von Bevölkerungen, 
deren Paarung rein zufällig erfolgt. Zunächst werden nur 2 dominante Gene voraus- 
gesetzt, wobei jede Bevölkerung durch einen Punkt in einem ebenen rechtwickligen 
Koordinatensystem dargestellt wird. Dann wird die Theorie in zweifacher Weise 
erweitert. Es werden m-Gene angenommen, wobei jede Bevölkerung durch einen Punkt 
im m dimensionalen Raum dargestellt wird, und schließlich wird auch die Bedingung, 
daß es sich um vollkommen dominante Gene handle, fallen gelassen. F. Baur. 

Savorgnan, Franco: Considerazioni metodologiehe a proposito della misura 
dell’endogamia. Giorn. Ist. ital. Attuari 2, 229—244 (1931). 

L’A. fa alcune considerazioni critiche sugli indici di associazione relativi ai caratteri 
di due determinate popolazioni, con speciale riferimento alla endogamia. Autoreferat. 


und es ergibt sich 


153 


Bagni, Tullio: Sul prezzo di un bene. Giorn. Ist. ital. Attuari 2, 245—280 (1931). 

Dalla teoria generale delle grandezze sono dedotti, con la scorta delle definizioni 
del Fisher, i fondamenti per il calcolo fisico e per il calcolo economico dei beni 
(economici). In questo secondo calcolo hanno sede le nozioni di valore e di prezzo 
di un bene. Una digressione & dedicata ai sistemi di misura delle grandezze geometriche 
e fisiche. Da un prezzo particolare sono ricavate le formule usuali per il calcolo degli 
interessi composti. E il simbolo frazionario del prezzo & vantaggiosamente applicato 
alla risoluzione di aleuni problemi elementari sul cambio traiettizio estero. Autoreferat. 

Dell’Agnola, Carlo Alberto: Intorno alle leggi seindibili di eapitalizzazione. Giorn. 
Ist. ital. Attuari 2, 199—202 (1931). 

L’A., considerando la famiglia delle leggi di capitalizzazioni dipendenti dall’epoca 
del versamento e da quella in cui si valuta il montante, riprende alcuni studi del Can- 
telli apportandovi nuove considerazioni. Autoreferat. 

Hagstroem, K. 6.: Sull’idea del risparmio. Giorn. Ist. ital. Attuari 2, 225—228 
(1931). 

Jacob, Mose: Sul ealeolo dei premi su due teste. Giorn. Ist. ital. Attuari 2, 185 
bis 198 (1931). 

In base alla scomposizione del premio d’assicurazione in quello di rischio e quello 
di risparmio viene dimostrata nuovamente nella presente nota la formula di Lidstone 
sul calcolo dei premi su due teste nell’assicurazione mista a premio costante. Inoltre 
viene estesa la validit& di detta formula anche all’assicurazione a termine fisso con 
premio costante. Autoreferat. 


Numerische und graphische Methoden. 


Madelung, E.: Über eine Methode zur schnellen numerischen Lösung von Differential- 
gleiehungen zweiter Ordnung. Z. Physik 67, 516—518 (1931). 

Behandelt werden Differentialgleichungen der Form y”’ +a(2)y’ +b(2)y=0, 
welche in 2’ +J(x2)z=0 übergeführt werden. 1. Näherungsverfahren: Durch die 


Substitution z = Let Wael® gelangt man zur Differentialgleichung Jö=1—L[?L”. 
Von dieser letzteren benötigt man wegen des doppelten Vorzeichens in der Substitution 
nur eine partikulare Lösung, die sich der Verf. durch Iteration nach dem Schema 
Jü=1, Jäı=1—{[}{ ermittelt denkt. Als Vorteil wird insbesondere hervor- 
gehoben, daß £ langsam veränderlich ist, während 2 bei J > 0 oscilliert. 2. Näherungs- 
verfahren: Anstatt der Differentialgleichung für 2 löst man Differentialgleichungen 
von der Form z//2„ =—J„(x2), wobei die J„ durch eine geeignete Rekursionsformel 
miteinander verknüpft sind. Man findet dann 3=2, durch Extrapolation aus 2,, 
Ba P. Funk (Prag). 
- Werner, H.: Allgemeine Kontrollformel für das Differenzenschema. (Univ.- 
Sternwarte, Jena.) Astron. Nachr. 241, 303—306 (1931). 

Bei einer Folge von n +}1 Funktionswerten mit äquidistanten Argumenten be- 
steht für an — m aufeinanderfolgende Spalten des Differenzenschemas die Beziehung: 


nl n—m—1 
Dketntietrsn . ıB (-Drtte „urla+n- 2) - 
0) 0 2 (1) 
So h n—m 
Tr Tran, Pac gr ) 

Hierin bedeutet f*(a + u) die Differenz in Spalte A und Zeile u des Differenzenschemas, 
*c, die Zahl in Spalte A und Zeile u des Summationsschemas der Zahlenfolge 1,2,2,2,... 
Insbesondere ergibt sich für m—n=0: 


ps n—1 
ET HN len) (2) 
r 1 
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GI. (1), die auch für ungleiche Argumentintervalle gilt, liefert eine vollständige Kontrolle 
des Differenzenschemas einschließlich der zwischen je zwei Funktionswerten gebildeten 
Mittelwerte. Setzt man die rechten Seiten der Gl. (1) und (2) gleich, so erhält man 
eine Kontrolle des Differenzenschemas ohne Benutzung der Mittelwerte. Die An- 
wendung der Kontrollbeziehung ist an einem Zahlenbeispiel erläutert. S. Gradstein. 


=\ 


Batiele, Edgar: Les abaques eartesiens ä alignement: Leur application au ealeul 
möcanique des lignes a6riennes. Rev. gen. Electr. 29, 213—218 (1931). 

Das Fluchtliniennomogramm mit zwei sich schneidenden geradlinigen (vorzugs- 
weise in die Achsen eines rechtwinkeligen Koordinatensystems gelegten) und einem 
krummlinigen Skalenträger wird verwendet zur Auflösung der trinomischen Gleichung 
(vgl. B.M. Konorski, Grundlagen der Nomographie, S8.48), zur Darstellung der 
Formel von Bazin und zur nomographischen Behandlung des Zusammenhanges 
zwischen den bei elektrischen Freileitungen auftretenden Größen (Spannweite, Durch- 
hang, Spannung, spezifisches Gewicht, Elastizitätskoeffizient, Ausdehnungskoeffizient, 
Winddruck und Temperatur). Karl Pingitzer (Wien). 

Gradstein, $., und A. Walther: Zeichnerische Behandlung des kreisrunden Über- 
falls. (Math. Inst., Techn. Hochsch., Darmstadt.) Gas- u. Wasserfach 1931 I, 223—225. 

Die Arbeit bezieht sich auf eine Veröffentlichung von A. Stausund K. v. Sanden: 
„Der kreisrunde Überfall und seine Abarten“ in GWF 1926, 8. 566-571, 590—593, 
613-616, 636—638. In dieser Abhandlung wurde der kreisrunde Überfall (ein Wehr 
mit kreisförmiger Begrenzung vom Durchmesser d) auf numerischem Wege theoretisch 
untersucht. Die rechnerische Auswertung der gewonnenen Formeln zur Gewinnung 
von Eichkurven gestaltete sich sehr mühsam und langwierig infolge des Vorkommens 
von elliptischen Integralen. Die überfließende Wassermenge Q; ist von der Überfall- 
höhe A und dem „Füllungsgrad“ h/d = t abhängig und ergibt sich aus Q; = d2yd g;, wo- 
bei g; als „‚Eichfunktion‘ bezeichnet wird. Diese Eichfunktion läßt;sich im wesent- 


t 
lichen auf das elliptische Integral ) Yall — a)(t—a)dz (0, <t=l) zurückführen. 
0 


Gradstein und Walther zeigen, daß man durch Benutzung von zeichnerischen Ver- 
fahren recht bequem das Problem behandeln kann. Graphische Integration liefert 
verhältnismäßig schnell und leicht gute Näherungen der hauptsächlich gesuchten 
Eichfunktion q,. Dabei wird gleichzeitig auch der halbkreisförmige Überfall mit wage- 
rechtem Durchmesser als Sohle oder allgemein ein beliebiges Kreissegment mit der 
Sehne als Sohle fast vollständig erledigt, wohingegen die rechnerische Behandlung 
für diese Fälle sich recht mühevoll gestaltet. Bei der Untersuchung der Genauigkeit 
der zeichnerisch ermittelten Werte ergibt sich befriedigende Übereinstimmung mit 
den früher von Staus und v. Sanden errechneten Zahlentafeln, im Durchschnitt be- 
tragen die Abweichungen 0,6%. @. Koehler (Darmstadt). 


Lips: Zur Berechnung der rechtwinklig-ellipsoidischen, der ebenen konformen und 
der geographischen Koordinaten mit der Rechenmaschine. Z. Vermessgswes. 60, 155 
bis 171 u. 191—199 (1931). 

Behandelt werden die Grundaufgaben: 1. Berechnung der ellipsoidischen und 
der konform-ebenen Koordinaten aus den geographischen Koordinaten, 2. Berechnung 
der geographischen Koordinaten aus den ellipsoidischen und aus den konform-ebenen 
Koordinaten. Die Rechenformeln werden so zerlegt, daß die meisten Glieder mit der 
Rechenmaschine gerechnet, die Zuschläge aus Tabellen entnommen werden können, 
die der Abhandlung beigegeben sind. Benötigt werden ferner die Tafeln von Koll- 
Eggert (Geodätische Rechnungen mittels der Rechenmaschine, Stuttgart 1927), die 
vom Verf. zwecks Erlangung einer größeren Genauigkeit mittels Vermehrung der 
Stellenzahlen neu bearbeitet werden. Der Anwendungsbereich der Formeln und Tafeln 
erstreckt sich auf die Zone von 47° bis 56° geogr. Breite und auf Längenunterschiede 
bis 2°. Bezugsfläche ist das Besselsche Erdellipsoid. Sämtliche Rechnungen werden 
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in 4 Rechenvordrucken untergebracht. Beispiele erläutern die Rechenvorschriften. 
Was die Genauigkeit der Rechnungen betrifft, so wird nur in ungünstigen Fällen der 
begangene Fehler größer als 5 mm bzw. 0,002” sein. Schmehl (Potsdam). 


Geometrie. 


Lodge, Alfred: Given the base BC of a triangle ABC, and the direction OM of the 
'median which biseets BC in O, and also given the sum of the sides, to find the vertex A. 
Math. Gaz. 15, 300 (1931). 


Thebault, V.: Sur trois triangles homothötiques. Gaz. mat. 36, 241—244 (1931). 

H e&tant l’orthocentre du triangle ABC, on prolonge les droites HA, HB, HC des 
quantites A4’ = r,, BB = r,, 00 = r,, oü 1a, r5, 7, designent les rayons des cercles 
exinscrits. L’auteur traite quelques proprietes du triangle A’B’C’. Ailleurs (Nouvelles 
Annales de Mathematiques; 1915, 1916; cf. Neuberg, Mathesis, 1914, 
Question 1967) il avait prouv& la similitude des triangles A’B’C’ et J,J5J, (celui 
des centres des cercles exinscrits); le centre d’homotheötie est le point deLemoine(K’), 
commun aux deux triangles. Dans l’article susdit il ajoute e. a. les thöor&mes suivants: 
le point de Gergonne du triangle des milieux des cötes de A’ B’C est le point de 
Lemoinede ABC; le centre de gravite (@) de ABC, le point de Gergonne (]') de ABC 
et le point K’ sont collineaires et [G=2K’@, etc. D, E,F &tant les contacts du 
eircle inscrit avec BC, OA et AB, les triangles A’B’0’ et DEF sont homothetiques 
aussi et leur centre de similitude est l’intersection de JH et GI. L’auteur d&montre 
que plusieurs des r&sultats obtenus subsistent pour le triangle A’B’C’ defini d’une 
fagon plus generale. O. Bottema (Groningen). 

Carda, Karl, und Ernst Lammel: Eine Eigenschaft des regelmäßigen Siebenecks. 
Jber. dtsch. Math.ver.igg. 40, 107—108 (1931). 

Auf dem Umfange des Kreises 2? + y? = 1 liegen die Ecken eines regulären Sieben- 
ecks so, daß eine Ecke in den Punkt <=1, y=0 fällt. Vom tiefsten Punkt des 
Kreises (0, —1) werden die Punkte der x-Achse mit den Abscissen 


27 4 67% 
I = en? %g ons %, = en 


auf den Kreis nach X,, K,, K, projiziert. Der Flächeninhalt J des Dreiecks K, K,K; 
ist dann rational. Durch einfache Rechnungen ergibt sich J = de 2 


Karl Kommerell (Tübingen). 

Vranic, Vladimir: Über die sphärische Trigonometrie. Jber. dtsch. Math.ver.igg. 
40, 98—101 (1931). 

Vereinfachte Herleitung der Formeln der sphärischen Trigonometrie nach Lieb- 
mann (Nichteuklidische Geometrie 1923, $. 107) aus der inneren Metrik der Kugel, 
unter Vermeidung der dort benutzten Funktionalgleichung. Feller (Kiel). 

Steen, S. W. P.: The packing of certain sets of eubes. Proc. Cambridge philos. Soc. 
27, 57—65 (1931). 

Im n-dimensionalen Raum wird das Gitter der achsenparallelen Einheitswürfel, 
deren Mittelpunkte ganzzahlige Koordinaten haben, zugrunde gelegt. Es sei r ganz, 
0<r<n. Man betrachte die Vereinigungsmenge eines Würfels und aller, die mit diesem 
genau einen n — r-dimensionalen Randwürfel gemeinsam haben. Wann läßt sich durch 
kongruente derartige Figuren der ganze Raum einfach und lückenlos ausfüllen ® Die 
‚Frage ist zu bejahen für r=1, r=n bei beliebigem n und fürr =2,n=3 oder 4, 
zu verneinen für r—=2, n=1,4,5,7,8,10,11,13 (mod 15), (n = 4 ausgenommen), 
ferner bei beliebigem n, falls r ungerade und 1<r=} (2n—l) oder r gerade und 
2<r<%(n-—1). Die übrigen Fälle werden nicht entschieden. Der nur angedeutete, 
entscheidende Schluß $. 58, Mitte, ist vom Ref. nicht nachgeprüft. Die Fragestellung 
(für n = 3) ist entstanden beim Deutungsversuch gewisser ganzzahliger Verhältnisse 
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der Atomanzahlen bei festen Lösungen von Metallen, die von Stockdale beobachtet 
worden sind. Werner Fenchel (Rom). 

Vahlen, K. Th.: Über endlich gleiche Polyeder. II. Math. Annalen 104, 298 bis 
299 (1931). 


Analytische und projektive Geometrie, algebraische Kurven und Flächen: 


@ Schoenilies, A.: Einführung in die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes. 
2. Aufl. Bearb. u. durch sechs Anhänge erg. v. M. Dehn. (Die Grundlehren d. 
math. Wiss. in Einzeldarstell. mit besonderer Berücksichtigung d. Anwendungsgeb. 
Hrsg. v. R. Courant. Gemeinsam mit W. Blaschke, M. Born u. C. Runge. Bd. 21.) 


Berlin: Julius Springer 1931. X, 414 S. u. 96 Abb. RM. 25.—. 

Im Vorwort zu der 1. Auflage (1925) bezeichnet A. Schoenflies es als den Zweck seines 
Lehrbuches, den Studierenden die Überwindung des Gegensatzes zu erleichtern, der in der 
analytischen Geometrie zwischen schulmäßiger und höherer Betrachtung besteht, und M.Dehn 
hat in der vorliegenden 2. Auflage den Aufbau, der diesem Zweck angepaßt ist, unverändert 
gelassen. Demgemäß wird den Lesern in den ersten Kapiteln Gelegenheit geboten, den Über- 
gang von der elementaren zu der projektiven Auffassung „innerlich mitschaffend zu voll- 
ziehen“. Die „einleitenden Betrachtungen‘ des 1. Kapitels zeigen die Anwendung der Zahlen 
auf Strecken- und Winkelgrößen und weisen auch auf die Möglichkeit hin, daß imaginäre 
Größen auftreten; die Behandlung des Teilungsverhältnisses gibt bereits Gelegenheit, den 
unendlich fernen Punkt der geraden Linie einzuführen, und die Sätze über die Projektion von 
Strecken und Streckenzügen bereiten die Koordinatentransformationsformeln vor. Das 2. 
und das 3. Kapitel erläutern durch Einführung der unhomogenen Parallelkoordinaten und 
der Polarkoordinaten den Begriff des Koordinatensystems und an der Hand der einfachsten 
Beispiele den Begriff der Kurvengleichung. Das 4. Kapitel leitet die Transformationsformeln 
der unhomogenen Parallelkoordinaten ab und gipfelt in der Erkenntnis ihrer doppelten Be- 
deutung, d.h. im Begriff der Affinität. Im 5. Kapitel werden systematisch die Gleichungs- 
formen der Geraden behandelt, ferner das Geradenbüschel und die linearen Verbindungen 
der Gleichungen von 3 und 4 Geraden, sowie das Geradenpaar; hierbei findet sich Gelegen- 
heit, die unendlich ferne Gerade der Ebene einzuführen. Das 6. Kapitel bringt die unhomogenen 
Linienkoordinaten und den Begriff der Dualität in der Ebene; Anwendungen liefern die 
Figuren des vollständigen Viereckes und Vierseites und die Sätze von Desargues und von 
Pascal (für 2 Gerade). Nunmehr können im 7. Kapitel das Doppelverhältnis und auf Grund 
der bilinearen Gleichung die projektive und die involutorische Beziehung behandelt werden. 
Hiermit ist der Boden bereitet, aus dem im 8. Kapitel, nachdem die kartesischen Koordinaten 
homogenisiert worden sind, die projektiven Koordinaten in der geraden Punktreihe, im Büschel 
und in der Ebene erwachsen; durch Anwendungen und Folgerungen werden sie dem Leser 
vertraut gemacht. — Die nächsten 3 Kapitel sind den Kegelschnitten gewidmet. Das 9. Kapitel 
bringt die orthogonalmetrischen Eigenschaften des Kreises und der Kreisbüschel, führt die 
Kreispunkte ein und behandelt die Inversion am Kreis. Das 10. Kapitel leitet die orthogonal- 
metrischen und die parallelmetrischen Eigenschaften der Kegelschnitte ab, und das 11. Kapitel, 
ausgehend von der allgemeinen Gleichung 2. Grades und ihrer Diskussion für gewöhnliche 
Parallelkoordinaten, die projektiven Eigenschaften insbesondere des Polarsystems; den Ab- 
schluß bildet die projektive Definition der Brennpunkte. — Das 12. Kapitel beendet die ana- 
lytische Geometrie der Ebene durch eine ausführliche Darstellung der kollinearen und der 
reziproken Beziehungen zwischen ebenen Feldern und gibt Ausblicke auf die tieferen Probleme, 
die über den Rahmen des Lehrbuches hinausgehen. — Die analytische Geometrie des Raumes 
findet in den letzten 5 Kapiteln einen ähnlichen, wenn auch kürzer gefaßten Aufbau und 
wird bis zu der Ableitung der Gestalten der Flächen 2. Ordnung aus der allgemeinen Gleichung 
und bis zu den wesentlichsten Eigenschaften des räumlichen Polarsystems durchgeführt. 
Eine Sammlung von Beispielen und Aufgaben schließt das eigentliche Lehrbuch ab. — Um 
den Wert des Schoenfliesschen Buches über den einer „Einführung“ hinauszuheben, hat 
M. Dehn 6 Anhänge hinzugefügt, in denen er Fragen behandelt, die in den vorangegangenen 
Kapiteln nur kurz angeschnitten werden konnten. Anhang I gibt eine Übersicht über das 
Arbeitsgebiet der analytischen Geometrie, Anhang IV eine solche über die historische Ent- 
wicklung und Anhang VI über Versuche, Gebiete zu algebraisieren, die bisher noch nicht 
der Sprache der analytischen Geometrie unterworfen werden konnten (Zerlegungsfiguren). 
Anhang II verfolgt möglichst genau den Prozeß der Verbindung von Zahlen und geometrischen 
Begriffen, der im 1. Kapitel nur angedeutet werden konnte. Anhang III hat die Aufgabe, 
die lineare Algebra in organischer Verbindung mit der Geometrie darzustellen, und behandelt 
demgemäß die linearen Transformationen und ihre Invarianten, sowie die linearen, bilinearen 
und quadratischen Formen. Anhang V endlich ergänzt die Beispielsammlung dadurch, daß 
er an der Lösung einiger Probleme zeigt, wie die verschiedenen Methoden der analytischen 
Geometrie in einzelnen Fällen passend anzuwenden sind. W. Ludwig (Dresden). 
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Busemann, A.: Sehematischer Übergang von Vektorgleiehungen auf komplexe 
Gleichungen bei ebenen Problemen. Z. angew. Math. u. Mech. 11, 71—73 (1931). 

Die Anwendung der komplexen Zahlen zur Beschreibung von Überlegungen an 
ebenen Gebilden läßt sich mit der ebenen Vektorrechnung in engere Verbindung bringen. 
Die ebene Vektorrechnung wieder läßt sich in die räumliche einordnen, wobei sich 
aber, namentlich durch die Verschiedenheit in der Orientierung, gewisse Unterschiede 
zeigen. Diese 3 Darstellungsweisen werden hier in Beziehung zueinander gesetzt. 
Charakteristisch ist hiebei die Anwendung des in der Ebene durch 90° in der Richtung 
wachsender Winkel gedrehten Vektors, der in der komplexen Darstellung das Produkt 
mit v entspricht. Umgekehrt verlangen die üblichen Produkte der Vektorrechnung die 
Trennung in reellen und imaginären Teil, treten also aus dem Bereiche der analytischen 
Funktionen heraus. In einer Tabelle sind die Beziehungen übersichtlich dargestellt. 

Schrutka (Wien). 

Weiss, E. A.: Ein neues Analogon zum Satze von Desargues in Räumen von gerader 
Dimension. Math. Z. 33, 388—395 (1931). 

Schläfli hat den Satz von Chasles, wonach zwei in bezug auf eine Fläche zweiter 
Ordnung polare Tetraeder hyperboloidische Lage besitzen, für Räume beliebiger 
Dimensionen verallgemeinert. Für den Schläflischen Satz hat Berzolari einen ein- 
fachen Beweis gegeben und ein Analogon zum Satze von Desargues hinzugefügt. 
Der Verf. gibt für diese Sätze invariante Beweise und für Räume gerader Dimension 
ein neues Analogon zum Satze von Desargues, welches gleichzeitig dazu dient, die 
Beziehungen zweier Simplexe in „Schläflischer Lage“ ausführlicher als bisher dar- 
zustellen. Es ist nicht möglich, in wenigen Worten das neue Analogon zu beschreiben. 

Karl Kommerell (Tübingen). 

Semple, J. &.: On representations of the S,’s of S,„ and of the Grassmann manifolds 
G(k,n). Proc. Lond. math. Soc., II.s. 32, 200—221 (1931). 

Ein [k] des [n] hat (%+!) sog. Grassmannsche Koordinaten, nämlich die 
Determinanten % + 1-ter Ordnung der Koordinatenmatrix von %k + 1 unabhängigen 
Punkten des [X]. Deutet man diese (%+1) Determinanten als Koordinaten in einem 
[G+) —1], so bilden jene Punkte dieses Raumes, deren Koordinaten zugleich 
Grassmannsche Koordinaten eines [k] des [n] sind, eine Mannigfaltigkeit @ (k, n), die 
als Grassmannsche Mannigfaltigkeit bezeichnet wird und die Dimension (n — k} 
(k +,1) hat. Dabei ist, der Einfachheit halber k< n/2 angenommen. Wir bezeichnen 
den zugrunde liegenden [»] mit A, k +1 weitere, auf A kollinear bezogene [n] mit 
N.(u=0, ..., k) und den Verbindungs-[(k +1) (rn —1)—1] der N, mit R. 
Einem [k] von 4 entsprechen k + 1 kollineare [%] der N; der Verbindungs- [(k + 1)®—1] 
dieser k&+1[%] sei mit // bezeichnet. Seien X,, .. ., X, die Grundpunkte im A. 
Ihnen entsprechen im N, die Punkte You, - - -, Yau (u=0,..., k). Die obige Kolli- 
neation sei so bestimmt, daß dem Punkt & x, X, des A die Punkte 2x, Y;„in den N, 
entsprechen. Die Y,. können wir als Grundpunkte im R nehmen, die Koordinaten 
bezeichnen wir mit y,„. Es läßt sich dann zeigen, daß durch jeden Punkt von R 
ein und nur ein Raum // geht. Sei nun in Grassmannschen Koordinaten p, durch 
2a,p,=0 ein linearer [k]-Komplex im A gegeben. Sind dann P, die k-reihigen 
Determinanten der aus den Koordinaten y, eines Punktes P des R gebildeten Matrix 


Iyi.l). Un: ln. „2: K); 


so ist P,= op,, wenn der // durch P dem [k] des A mit den Koordinaten p, in der 
obigen Zuordnung entspricht und umgekehrt. Also entspricht dem linearen [%]-Kom- 
plex &a,p, = 0 des A das lineare System Y’= a, P, = 0 von Hyperflächen k + 1-ter 
Ordnung des R. Die Basismannigfaltigkeiten Y,..., 7, von Y'sind der Reihe nach 
gegeben durch das Verschwinden aller Determinanten der Ordnung k +1, kl 
von ||yz.!|. Sie haben die Vielfachheiten 1,2, ....,k. %,_, ist der Ort der [(r +1) 
(k +1) — 1], die kollineare [r] der N. (u=0,...,k) verbinden. Sei weiter & ein 
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In — k) (k + 1)] des R. & schneidet (im allgemeinen) jeden /] des R in einem Punkt; 
da umgekehrt durch jeden Punkt von 3 ein und nur ein // geht, besteht (abgesehen 
von dem im folgenden ausgeschlossenen Fall, daß 2’ jeden N, in einem [n — k] schneidet) 
eine birationale Korrespondenz zwischen den [X] des A und den Punkten 
von &. Die linearen [k]-Komplexe des A erscheinen auf lineare Systeme ® von 
Hyperflächen k + 1-ter Ordnung des & abgebildet; © ist einfach Schnitt von Y mit 2. 
Der Raum 2% wird nun insbesondere so gewählt, daß er mit jedem N, (u=0,...,k) 
einen mit L, bezeichneten, durch die Punkte Y,... ., Y„-x-ı,„ bestimmten [n —k—1] 
gemeinsam hat. Diese L, haben dann einen [(n — k) (k + 1) —1)], also eine Hyper- 
ebene &, von 2 als Verbindungsraum. 2’ kann dann irgendein allgemeiner [(n — k) 
(k + 1)] durch diesen eindeutig bestimmten 2, sein. In dieser speziellen Abbildung 
ist das System ® definiert durch die k + l-reihigen Determinanten der Matrix 


Irre le! 
Y91-*- YIn-r-1,1 00... y0 
ya Rye AEENOIENOO 


wobei y irgendeine der Koordinaten „„(A=n—k,...,n;u=0,...,k)ist. Das 
System ® selbst ist dann gegeben durch 


m, Ma Mr Me +1 
(*) d=yir! ande: DAR Aa, RA Fe +2 Yin; + I hrnsderu 
= ai = = 


Dabei sind A,,, Parameter, A, r-reihige Determinanten der Matrix ||y; „| (A = 0,..., 
n—k—1;u=0,...,k) und m, = (*') (*;*) die Anzahl der A,;. Daraus ergibt 
sich die einfachste Parameterdarstellungvon@(k, n), indem man die Koordinaten 
2,2, in einem [(%}}) — 1] den Koeffizienten in (*) proportional setzt: 


2 21, 2g,i _ Pr+1,i 


eye A YA Se Artyi 
(die Indizes z haben in verschiedenen Quotienten verschiedene Werte; im ganzen er- 
k+1 
eben sich m, = (#11) — 1 Gleichungen). Einfacher sieht die Darstellung in 
8 ' k+l 5 8 
r= 


inhomogenen Koordinaten und Parametern aus = y=1):@(k,n) erhält man, 
indem man die Determinanten aller Ordnungen der Matrix 


Iya.| @=0,....,» -k—-1; u =0,...,h 


als Koordinaten eines Punktes nimmt. Die y,. sind dabei unabhängige Para- 
meter. Es werden weiterhin noch eine Reihe von Eigenschaften dieser Darstellung 
entwickelt, insbesondere die, daß sie stets durch Projektion von @(k,n) erhalten 
werden kann, sowie einige Sonderfälle (Gerade im [r], Ebenen im [5], [X] im [2% + 1]) 
besprochen, A. Duschek (Wien). 
Seel, Fritz: Klassifikation und Darstellung der reellen räumlichen Kollineationen 
mit invarianter nicht-ausgearteter Fläche zweiten Grades. Erlangen: Diss. 1931. 93 8, 
Im Raume gibt es 14 verschiedene Typen von nichtausgearteten Kollineationen, die 
durch ihre Doppelelemente geometrisch gekennzeichnet sind. Jedoch nicht alle von 
diesen Kollineationstypen vermögen, so wie im allgemeinen Falle, eine Fläche 2. Grades 
auf reelle Art in sich zu transformieren. Während bei den nichteuklidischen Geometrien 
nur die automorphen Kollineationen der nullteiligen oder ovalen Maßfläche in Betracht 
kommen, werden hier außerdem die Transformationen der ringförmigen Fläche in sich 
teils analytisch, teils synthetisch eingehend untersucht. Neben den Transformations- 
gleichungen werden auch die übrigen invarianten Flächen und Linien in jedem Falle 
angegeben. Die Untersuchung zeigt, daß eine ringförmige Fläche nur durch 6 von den 
genannten Typen eigentlich in sich transformiert werden kann, wobei je nach der 
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Realität der Doppelelemente und ihrer Bedeutung für die Fläche zahlreiche Unterfälle 
zu unterscheiden sind. Nimmt man diese Fläche als absolute Fläche einer projektiven 
Maßbestimmung an, so ergeben sich außer den allgemeinen Bewegungen (Schraubungen) 
noch Rotationen und Schiebungen allgemeiner und besonderer Art. Dabei ist ein Fall 
bemerkenswert, bei dem nicht wie gewöhnlich ool, sondern oo? invariante Flächen 
auftreten. Von diesen 6 bei einer ringförmigen Fläche möglichen Typen können bei 
der ovalen Fläche nur mehr 4 und bei der nullteiligen Fläche bloß 3 auftreten. . Dabei 
sind diese Bewegungstypen dieselben wie bei der ringförmigen Fläche mit der einzigen 
Ausnahme der allgemeinen Transformation der ovalen Fläche in sich, weil eben nur 
reelle Transformationen Gegenstand der Untersuchung sind. Die gruppentheoretische 
Auswertung der einzelnen Möglichkeiten wird gelegentlich gestreift. Eckhart (Wien). 

Godeaux, Lueien: Sur les transformations birationnelles involutives du einquidme 
ordre. Mathesis 45, 11—16 (1931). 

L’auteur &tudie deux cas, determines par M. Bertini de transformations biration- 
nelles involutives du cinquieme ordre & l’aide de representation plane de la surface 
eubique. 4;,@=1,2,...6) etant les points fondamentaux de cette transformation T, 
aux courbes cubiques (, passant par A,;, T fait correspondre les courbes cubiques (C, 
passant par les m&mes points. Soit F la surface cubique representable sur le plan de 
telle sorte qu’aux sections planes de F correspondent les cubiques O,. A la trans- 
formation 7 correspond une transformation birationnelle 7’ de surface F en elle-m&me 
et T’ fait correspondre & une section plane de F une section plane de cette surface. 
Il est aise de voir que 7’ est une homographie involutive. Deux cas peuvent se pre- 
senter: cette homographie est une homologie harmonique ou bien elle est homographie 
biaxiale hormonique. L’auteur examine ces deux cas en detail destinant son article 
aux eleves d’un cours de geometrie superieure. Niü Glagole/f (Moskau), 

Davis, H. A., and Tyreeeca Davis: Involutoriai space transformations belonging to 
a special linear line complex. Töhoku math. J. 33, 254—259 (1931). 

Besteht zwischen 2 gewöhnlichen konjektiven Räumen ?) und I), eine eindeutige 
Verwandtschaft (= birationale Transformation), so gibt es 00° Verbindungsgeraden 
von Paaren entsprechender Punkte, die einen algebraischen Strahlenkomplex 7’ bilden. 
Pieri [R. Palermo 6 (1892)] hat die Eigenschaften untersucht, welche eine insbesondere 
involutorische Verwandtschaft haben muß, damit /'ein spezieller linearer Komplex ist. 
Die Verff. H. A. Davis und Tyreeca Davis ergänzen Pieris Untersuchung: Es sei d 
die Achse des speziellen linearen Komplexes /‘, zu dem die Transformation I gehöre. 
Jede lineare /-Kongruenz Q mit der Leitlinie g bestimmt eine selbstkonjugierte Fläche 
F,„ von der Ordnung (n—1), die einen (n—3)-fachen Punkt aufd hat. Ein Büschel |, | 
solcher Flächen reicht aus, um die Transformation I zu bestimmen. Die Verff. unter- 
suchen im Gegensatz zu Pieri den Fall, daß die Flächen des Büschels |F,,| sich gegen- 
seitig auf d berühren. Es wird zunächst die durch einen Raumpunkt P gehende Fläche 
des Büschels |F,„| bestimmt, dann mit Plückerschen Linienkoordinaten das Büschel 
|F„| untersucht und schließlich eingehend ein spezielles Flächenbüschel IF„-1! be- 
handelt. Haack (Danzig). 

Snyder, Virgil, and Marguerite Lehr: Generating involutions of infinite disconti- 
nuous Cremona groups of S4 which leave a general eubie variety invariant. Amer. J. 
Math. 53, 186—194 (1931). 

In einer früheren Arbeit [Rendiconti Palermo 38, 344—352 (1914)] hatte der erste 
der Verff. in der Hoffnung, kontinuierliche Gruppen birationaler Transformationen 
der allgemeinen V3 des R, zu finden, zwei einfache Typen solcher Transformationen 
näher untersucht: die Projektion der V3 von einem ihrer Punkte aus auf sich selbst 
und eine ebenfalls involutorische Transformation, die von einer festen Geraden ] der 
V3 als Grundgebilde ausgeht. Um einen Punkt P zu transformieren, verbindet man 
ihn mit Z und sucht den Pol von l in bezug auf die Restkurve 2. Ordnung, in der die 
Verbindungsebene V3 schneidet. P’ ist dann der Punkt, welcher P in der durch I und 
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diesen Pol bestimmten involutorischen Kollineation zugeordnet wird. In der vor- 
liegenden Arbeit werden drei in ähnlicher Weise definierte, aber kompliziertere Typen 
A, B, C involutorischer birationaler Transformationen des R, behandelt, welche V3 
invariant lassen und, zusammen mit den beiden genannten Typen alle bekannten 
automorphen Transformationen der V3 erzeugen. Die Behandlung ist zugleich syn- 
thetisch und analytisch, und die Resultate werden in Charakteristikentafeln zusammen- 
gefaßt. . Als Grundgebilde dient beim Typus A eine nicht auf V3} gelegene Gerade 
zusammen mit einem der Punkte, in denen sie 73 schneidet. Beim Typus B tritt die 
Figur zweier windschiefer Geraden der V3 zusammen mit einer nicht auf V3 gelegenen 
Ebene als Grundgebilde auf, beim Typus C eine Gerade l der 73 und eine rationale 
Fläche n-ter Ordnung, die der 73 nicht angehört, aber lin n— 1 Punkten schneidet. 
E. A. Weiss (Bonn). 


Robinson, 6. de B.: On the orthogonal groups in four dimensions. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 27, 37—48 (1931). 

In der Arbeit: ‚Sur les substitutions orthogonales .. .‘“ [Ann. de l’&cole normale 
3, 6 (1889)] hat E. Goursat eine Methode angegeben, die endlichen Gruppen ortho- 
gonaler Transformationen im R, aufzufinden: Eine Fläche zweiter Ordnung ist als 
Ort ihrer Erzeugenden ein doppelbinäres Gebiet. Jede endliche Gruppe automorpher 
Kollineationen dieser Fläche kann daher durch Zusammensetzung von 2 binären 
Gruppen — wie sie in F. Kleins Ikosaederbuch behandelt sind — gewonnen werden. 
Wie nun die Kleinschen Gruppen auf dem Wege über die stereographische Projek- 
tion der Ebene auf die Kugel mit der Theorie der regulären Körper im R, zusammen- 
hängen, so die von Goursat angegebenen Gruppen auf dem Wege über die stereo- 
graphische Projektion des R, auf eine Hyperkugel mit der Theorie der regulären Kör- 
per im R,. So untersucht Goursat im letzten Teile seiner Arbeit Punktsysteme auf 
der Hyperkugel, die zu regulären Körpern im R, gehören. In der vorliegenden Ab- 
handlung werden darüber hinaus (nach einer kurzen Darstellung der Goursatschen 
Methode) die Punktsysteme auf der Hyperkugel behandelt, die zu allen 51 Goursat- 
schen Gruppen gehören. Zwei der gefundenen Punktsysteme werden besonders hervor- 
gehoben: Eines bestehend aus zwei 24-Zellen, das andere zusammengesetzt aus zwei 
600-Zellen. E. A. Weiss (Bonn). 


Weiss, E. A.: Konstruktion des Hesseschen Paares eines Geradentripels im Raume. 
Töhoku math. J. 33, 247—251 (1931). 
3 windschiefe Geraden im Raume bestimmen einen Regulus, der als Ort seiner 
Geraden ein binäres Gebiet darstellt. Die 3 vorgegebenen Geraden entsprechen darin 
den Nullstellen einer binären kubischen Form. Diese Form besitzt eine quadratische 
Hessesche Kovariante, deren Nullstellen 2 neue Geraden bestimmen. Es wird ein 
Satz bewiesen, der zu einer Konstruktion dieser „Hesseschen Geraden“ dienen kann. 
Der Verf. geht aus von der Pascalschen Konfiguration eines Grundkegelschnittes 
und gibt ein quaternäres Analogon zum Steinerschen Satz: die 3 Pascalschen Geraden 
laufen durch einen Punkt. Wählt man lateinische und griechische Buchstaben 
als Zeichen für Elemente zweier verschiedener binärer Gebiete, die als die beiden 
Reguli einer F, gedeutet werden, dann kann man die Gleichung 


6 Pa Ps 2) =0 


bie Bi sec ai 
ansprechen als Gleichung der Ebene, die durch die Schnittpunkte der Geraden p,,;; 
Pa, lg; P3, 7; hindurchgeht. Dann gilt der Satz: Sind ?,, Pa, Pa 3 verschiedene Er- 
zeugende erster Art und z,, 7%,, tz, solche zweiter Art einer regulären F,, so laufen 
die 3 Ebenen 


je Pa Ps 2)=0, © Pa Pa 2), iR Pa Ps 2)=0 
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161 
und die 3 Ebenen 


i BaaTps 2)=0; [Mi MEN 2)=0 (& 1 0 

es * ER Re RR VEN 

je durch eine Gerade. Diese beiden Geraden sind zueinander polar in bezug auf die F, 

und schneiden aus der F, die Hesseschen Geradenpaare der beiden Geradentripel aus. 
Haack (Danzig), 

_Roeser, E.: Polare Figuren in der hyperbolischen Ebene. Jber. dtsch. Math.ver.igg. 

40, 102—107 (1931). 
Der Verf, gibt eine Methode, um im Lobatschewskijschen Raum die Gleichungen 
der verschiedenen Vielecke zu finden. Die Methode wird auf eine Abbildung einer 
Ebene auf eine andere begründet. Wenn Z und Z’ 2 Ebenen sind, die zu einer Geraden 
senkrecht stehen, so zieht man alle Lote zur Ebene Z, welche die Ebene E’ in Punkten 
schneiden, die den Punkten der Ebene # entsprechen. Damit bilden sich allereellen Punkte 
der Ebene E’ auf das Innere eines Kreises C ab, der das Bild der unendlich fernen 
Punkte der Ebene E’ ist. Die Entfernung zweier Punkte in Z’ stimmt mit derjenigen 
der entsprechenden Punkte in Z überein, wenn die letztere durch projektive Maß- 
bestimmung in bezug auf den Kreis C berechnet ist. Sind P und P; 2 polarkonjugierte 
Punkte in bezug auf den Kreis CO in Z, so ist die Entfernung der entsprechenden 
Punkte P’ und P/’ in E’ gleich ns/2. Auf Grund dieser Abbildung erhält man aus den 
gewöhnlichen Dreiecksgleichungen der Lobatschwskijschen Ebene die Gleichungen der 
anderen Vielecke. Zum Schluß wird gezeigt, daß die benutzte Abbildung ein spezieller 
Fall einer allgemeinen Abbildung der Ebene Z’ auf die Kugel durch Projektion aus dem 
Zentrum ist. Nil Glagoleff (Moskau). 

Sz. Nagy, Julius v.: Einige Sätze über ebene Elementarkurven. Acta litter. ac 
Scient. regiae univ. hungaricae (Szeged), Sect. Sci. math. 5, 83—89 (1931). . 

Die Arbeit enthält zunächst neue Beweise folgender (bekannter) Sätze: 1. Eine 
ebene Kurve ohne Punkt- und Tangentensingularitäten ist von zweiter Ordnung 
und Klasse; gleiches gilt sogar für Kurven ohne Spitzen und ohne Tangentensingulari- 
täten bzw. für Kurven ohne Wendetangenten und ohne Punktsingularitäten. 2. Eine 
ebene Kurve mit Spitzen erster Art ohne andere Punkt- und Tangentensingularitäten 
hat genau drei Spitzen und ist von dritter Klasse; Entsprechendes gilt für die dualen 
Kurven. Verf. folgert diese Sätze einmal durch ‚Spezialisierung aus dem folgenden: 
Besitzt eine Kurve ohne Doppelpunkte und Wendetangenten r ‘Spitzen erster Art, 
so ist sie vom Maximalklassenindex und für ihre Klasse n, für ihr Geschlecht p und 
für die Anzahl t ihrer Doppeltangenten gilt: Entwedern =r ar 2,9=0,t=r(r +1):2 
odern=r,p=1,t=r(r—3):2. [Die Kurve von der Klasse n hat das Geschlecht p, 
wenn die Menge derjenigen Punkte (p + 1)-fach zusammenhängend ist, durch welche 

— 2 Tangenten der Kurve gehen.] Eine zweite vom Verf. angegebene Beweisanord- 
a gründet sich auf einfache Stetigkeitsbetrachtungen. — Weiter wird folgende 
Verallgemeinerung eines vom Verf. früher bewiesenen Satzes [diese Acta 2, 65--68 
(1924)] ausgesprochen: Vor.: Die im Endlichen gelegene Kurve C,, der Klasse m be- 
sitze keine Wendetagenten. C, habe mit der Kurve CO; von der Klasse k und mit den 
Wendetangenten von C; keine Punkte gemeinsam. Durch einen Punkt von (,, bzw. 
von C, sollen k bzw. m verschiedene Tangenten von C, bzw. C„ gehen. Beh.: Die 


Anzahl der gemeinsamen Tangenten beider Kurven ist m k. — Es sei noch bemerkt, 
daß es sich durchweg um reelle, stückweise konvexe Kurven (stetige, eindeutige Kreis- 
bilder). mit (stetiger) Tangente handelt. Haupt (Erlangen). 


‚Arvesen, Ole Peder: Sur un th&or&me de Duhamel. Forh. norske Vidensk. 8, 167 
bis 169 (1931). 

Eine ebene algebraische Kurve der Klasse m ist gegeben, mit der Enveloppen- 
gleichung: 
pur) + 941 (uv) ++ mu) =0, (r>1), 
Zentralblatt für Mathematik. 1. 1l 
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so daß die unendlichferne Gerade der Ebene eine r-fache Tangente der Kurve 
ist. Wenn die Summe der Krümmungsradien der Kurve, in allen eigentlichen 
Punkten, wo die Tangente eine gegebene Richtung besitzt, gleich Null ist, so ist auch 
der Schwerpunkt der Berührungspunkte all jener Tangenten ein fester Punkt der 
Ebene, und umgekehrt. Die analytische Bedingung, die alles das ausdrückt, ist die 
Teilbarkeit von @,,, durch @,; für r=0 wäre sie immer erfüllt, und führte zu zwei 
bekannten Sätzen von Chasles und Duhamel. Zum Beweise werden die polaren 
Linienkoordinaten p, ß einer Gerade xcosß + ysinß — p = 0 eingeführt. 
E.@. Toglatti (Genova). 

Kubota, Tadahiko: Einige Bemerkungen zur Theorie der algebraischen Kurven. 
Töhoku math. J. 33, 252—253 (1931). 

Der Verf. gibt einen einfachen Beweis des folgenden Satzes von H. M. Taylor: 
„Der Chaslessche Mittelpunkt einer algebraischen ebenen Kurve, das ist das von der 
Richtung unabhängige Zentrum der mittleren Entfernung der n Berührungspunkte 
der parallelen Tangenten dieser Kurve, stimmt mit dem Zentrum der mittleren Ent- 
fernung der n reellen Brennpunkte überein.“ Hierzu gebraucht er den Hilfssatz: ‚Die 
ersten Polaren der unendlich fernen Geraden in bezug auf die konfokalen algebraischen 
ebenen Kurven n-ter Klasse sind auch konfokal.“ 

Auch zeigt Verf., daß der Satz von M. Fujiwara: ‚Die Wurzelpunkte von f®(z) sind 
die Brennpunkte der k-ten polaren Kurve n — k-ter Klasse der Kurve n-ter Klasse, welche aus 
den n-Wurzelpunkten von f(x) = o besteht, in-bezug auf die unendlich ferne Gerade“, beim 


Gebrauch des Hilfssatzes aus dem Van den Bergschen Satz (Spezialfall für k =1) herge- 
leitet werden kann. @. Schaake (Amsterdam). 


Lasley jr., J. W.: Penoseulating conies of a plane eurve. Bull. amer. math. Soc. 
37, 76—82 (1931). 

The author gives a construction of penosculating conics at an ordinary point 
of the given plane curve generalizing the Transon’s construction of osculating parabolas. 
The author gives his construction for all the family of penosculating conics and studies 
the special cases of penosculating parabolas, equilateral Hyperbolas and the Ellipse 
of Minimum Ecentricity. Nil Glagoleff (Moskau). 

Waerden, B. L. van der: Zur Begründung des Restsatzes mit dem Noetherschen 
Fundamentalsatz. Math. Annalen 104, 472—475 (1931). 

Soit = 0 l’equation d’une courbe algebrique n’admettant que des points mul- 
tiples & tangentes distinctes. Si en un point s-uple (a, b) chaque branche B, de f est 
rencontree avec les ordres de multiplicite wu, par la courbe o=0et s—1-+ u, au moins 
par la courbe F=0,M. van der Waerden montre que !lona F=P/+ Rp, Pet 
Rdesignant des series en a—a, y—b. Cette condition suffisante pour que soient verifiees, 
en chaque point commun (a, b) aux courbes f{=0 p=0, les hypothöses bien connues 
du Theoreme de Noether, permet de d&montrer avec precision le Theoreme du Reste, 
sans aucune restriction sur les singularit&s de la courbe variable 9=0. D’une maniere 
plus generale, lorsque la courbe f = 0, en chaque point multiple, admet des tangentes 
quelconques tout en ne possedant que des branches simples, si chaque branche B; 
est coupee avec les ordres de multiplicite u; par 9=0, A; par l’ensemble des autres 
branches de /=0, A; + u, au moins par la courbe F=0,ona encore F= Pf+ Rp. 

P. Dubreil (Göttingen). 

Holleroft, Temple Rice: Invariants assoeiated with singularities of algebraie eurves. 
Acta Math. (Uppsala) 56, 261—272 (1931). 

Pour qu’une courbe algebrique posstde une singularit& donn&e, il faut et il suffit 
qu’un certain nombre /, en coordonnees ponctuelles, /; en tangentielles, de fonctions 
des coefficients appeledes invariants associes & la singularite, soient nulles. Pour un 


point multiple ordinaire d’ordre r contenant k cuspides, on a I,„= A +k—2, 
I,=r— 2. — La singularite la plus generale est consideree comme resultant de la 


juxtaposition de points multiples infiniment voisins. Sir], 79 ...., 7, sont les 
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bj 
; 1 
ordres de ces points, on a: I, = 3 > ie = +k—s—1, k designant le nombre 
i=1 


des cuspides. Pour avoir la valeur de J,, on considere la singularit& comme re&sultant 
de lasuperposition de points multiples ordinaires et de j singularites d’ordres r,, 
admettant chacune une seule tangente multiple et possedant I,,@W=]1,...,)J) 


3 
invariants: = DI; — nr) +r+2(4—1), r etant Pordre de la singularite, 
i=1 
On a de plus, si les 7 singularites considerees n’ont ni cuspides ni inflexions: 
Bi 
1, =14=3 D>rnlt,n +) —s—1, en supposant que la singularite resulte de 
h=1 


la juxtaposition de s; points multiples infiniment voisins d’ordres r;,,(h=1,..., s;). 
Si. un cuspide remplace un neud dont les branches interviennent dans la juxtaposi- 
tion des points multiples infiniment voisins, la valeur de J,; augmente d’une unite; 
autrement, elle n’est pas modifiee. Pour une inflexion, on a un accroissement d’une 
unite. P. Dubreil (Göttingen). 

Deaux, R.: Sur les lignes hyperarithmetiques ou hyperharmoniques de % lignes 
eoplanaires. Mathesis 45, 87—90 (1931). 

L’auteur donne dans cette note quelques constructions des tangentes pour les 
lignes hyperarithmetiques et hyperharmonigues de quelques lignes coplanaires, 

Nil Glagoleff (Moskau). 

Hollersft, T.R.: The bitangential curve. Bull. amer. math. Soc. 37, 82—84 (1931). 

The author determines the order of the bitangential curve of an algebraic surface 
that has nodal and cuspidal curves. Required formula is obtained by collecting and 
combinating the formulas that were obtained by Cayley and Zeuthen. 

Nil Glagoleff (Moskau). 

Blakey, J.: The Milne quadries of the trinodal eubie surface, and the contact eonies 
of the harmonie envelope of the plane trinodal quartie. Proc. Edinb. math. Soc., II. s. 2, 
168—180 (1931). 

The author gives in this paper an investigation of quadrie connected with the 
cubic surface in such way that every one of them touches 24 tangent planes to the 
surface at 24 parabolic points of 12 lines of the double-six of lines. The author calls 
these quadrics in accordance with A.L. Dixon the Milne quadric. The author 
applies the general results obtained by W.P.Milne and A.L. Dixon to the case 
of the trinodal surface. In this case 36 double-six of lines are reduced to forteen and 
to every one of them corresponds its quadric, The author gives the method for 
obtaining them with the help of a map of cubic surface on a plane. Moreover he de- 
notes the distinct types of the double-six of lines and of Milne quadric corresponding 
to them, as well as the distinct classes of sets of three nonintersecting lines on the 
surface to which various triads of Milne quadrie correspond. Further on he in- 
vestigates the trinodal plane quartic and studies the properties of conics touching 
the harmonic envelope of the quartic curve at six points. He determines Steiner’s 
complexes and cubic envelopes corresponding to various types of conies. Concluding 
his paper the author draws a parallel between the results which are obtained for 
the trinodal cubic surface and those for a trinodal plane quartic. 

Nil Glagole/f (Moskau). 

Welehman, W. 6.: On elliptie quartie eurves with assigned points and chords. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 27, 20—23 (1931). 

Welche ist die Anzahl n, der Raumkurven 4. Ordnung 1. Art, die durch p gegebene 
Punkte hindurchgehen und g =8—p gegebene Geraden allgemeiner Lage zweimal 
schneiden? Dies ist die Frage, die in dieser Arbeit behandelt und gelöst wird. Für 
p=8,1,6,5,4 wird n, mit unmittelbaren geometrischen Betrachtungen bestimmt 
(für p = 4 mit analytischen Erläuterungen). Esistn,=1,n, =. Um eine allgemeine 
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Methode zur Lösung der Aufgabe zu finden, jerweist es sich als nützlich die oo%-Flächen 
2. Ordnung mit den Hyperebenen eines $, eindeutig darzustellen; es werden somit die 
Raumkurven 4. Ordnung 1. Art mit den S, des 8,, die Punkte des Raumes mit den 
Punkten einer V®,, und die Geraden des Raumes mit Kegelschnitten dargestellt. Eine 
Raumkurve mit den gewünschten Eigenschaften wird mit einem 8, dargestellt, welcher 
durch’p Punkte hindurchgeht und q = 8—pEbenen in Geraden durchschneidet. Mit 
einer Projektion aus dem Verbindungs-S,_, der p Punkte auf einem S$,_,; und einer 
darauffolgenden dualistischen Transformation, hat man die Anzahl der Geraden zu 
bestimmen, die q S,_, des S,;, treffen; und dies geschieht mit einer bekannten Formel 
von Schubert (vgl. z. B.: Segre, Mehrdimensionale Räume, Encykl. d. Math. 
Wiss., III C 7, 8. 815). Man findet so, daß für p = 6,5,4,3,2,1,0, n, = 1,1,3,6,15,36,91 
ist. Dieselbe Methode wird auf die Schnitt-V,_, von 2 Hyperflächen 2. Grades des 8, 
unverändert ausgedehnt. E. @. Togliatti (Genova). 


Differentialgeometrie, Riemannsche Geometrie, Tensoranalysis: 

Blaschke, Wilheim: Neue Strömungen der Differentialgeometrie. Jber. dtsch. 
Math.ver.igg. 40, 1—15 (1931). i 

Der Verf. veröffentlicht den Bericht, den er am 1. Mathematikerkongreß der USSR. 
in-Charkow.1930 gehalten hat. Er gibt eine Zusammenfassung von Ergebnissen aus 
der Aufsatzreihe ‚‚Topologische Fragen der Differentialgeometrie“, die seit 1928 in 
den Hamburger Abhandlungen und der Math. Z. erschienen ist. Es werden mehrere 
Kurven- und Flächenscharen auf topologisch invariante Eigenschaften hin betrachtet. 
Vor allem handelt es sich um Kennzeichen, die die Abbildbarkeit auf Strahlenbüschel 
bzw. -bündel und Ebenenbüschel gewährleisten, sowie um Angaben von Invarianten 
bei gegebenen Scharen. ZayE . Mayrhofer (Wien). 

Struik, D. J.: Differential geometry in the large. (Massachusetts Inst. of Technol., 
Cambridge [U:S. A.].) Bull. amer. math. Soc. 37, 49—62 (1931). pr 

Ein Referat über den gegenwärtigen Stand der Forschung auf diesem Gebiete... Es 
werden ebene Kurven, Raumkurven, Flächen und mehrdimensionale Räume behandelt. 
Die Probleme sind in- metrische, affine, projektive und -topologische eingeteilt. Die 
vielen interessanten Einzelheiten des Inhalts lassen sich hier nicht kürzer referieren, 
als es Verf, getan hat, - Pr Stefan Cohn-Vossen (Köln), 

Tzitzeiea, G.; Introduction & la geomötrie differentielle projeetive des courbes. 
Memorial Sci. math. H. 47, 1—61 (1931). 

In der projektiven Differentialgeometrie hat man bisher unter den Kurven bloß 
die in der Ebene oder im dreidimensionalen Raume liegenden eingehend studiert; 
doch sind diese Untersuchungen wohl ziemlich arm an anwendungsfähigen geometri- 
schen Ergebnissen. Verf. meint mit Recht, daß man vorerst die anschaulichen differen- 
tialgeometrischen Grundeigenschaften näher untersuchen muß, um hier weiterzu- 
gelangen. In einer Einleitung werden die linearen Punkt- und Hyperebenenmannig- 
faltigkeiten der projektiven Räume betrachtet, wobei außer den endlichdimensionalen 
Räumen auch der projektive Funktionalraum untersucht wird. Die ‚Punkte‘ dieses 
Funktionalraumes sind die bis auf einen willkürlichen konstanten Faktor bestimmten 
stetigen Funktionen «(&) + 0(<x<l); eine „Hyperebene‘ des Funktionalraumes 
ist die Gesamtheit der „Punkte“ x(&), die einer Integralgleichung von der Form 


aa = U 
ö 


genügen. Im Kap.I werden die reellen und die analytischen Kurven sowie deren 
lineare Schmiegräume definiert, Im Kap. II wird die eine Kurve im projektiven R, 
definierende lineare Differentialgleichung eingeführt. Das Prinzip der Dualität führt 
auf die adjungierte Differentialgleichung; dabei wird auch der Fall einer im R,(p < n) 
enthaltenen Kurve berücksichtigt. Im Kap. III wird als r-te Derivierte D, einer Kurve 
D, jede Kurve bezeichnet, die so auf D, abgebildet ist, daß jeder Punkt von D, im 
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r-dimensionalen Schmiegraume seines Bildes in D, liegt; die Kurve D, heißt dann 
r-te Antiderivierte von D,. Die Bestimmung der Antiderivierten erfordert keine Qua- 
draturen; das folgt einfach daraus, daß durch das Prinzip der Dualität die beiden 
Kurven D, und D, ihre Rolle vertauschen. Im Kap. IV werden diese Begriffe auf 
den projektiven Funktionalraum übertragen; ‘die Bestimmung der Antiderivierten 
gelingt hier durch Quadraturen. Im Kap. V werden einige sehr interessante Eigen- 
schaften einer Gruppe von ersten Antiderivierten einer gegebenen Kurve kurz und 
elegant abgeleitet; Im Kap. VI werden Kurvenpaare (x) und (y) im R, betrachtet, 
wo (y) r-te Derivierte von (x) und gleichzeitig (x) s-te Derivierte von (y) ist 
(+s=n+]1). Der einfachste Fall n=3, r=s=2 wird nach Koenigs rechnerisch 
ohne Quadraturen vollständig gelöst. Im allgemeinen Falle wird gezeigt, daß die 
Lösung von einer willkürlichen Funktion einer Veränderlichen abhängt. Im Kap. VII 
werden die im R, auf einer allgemeinen Hyperquädric F, liegenden Kurven Q) be- 
trachtet sowie die spezielleren Q%, deren p-dimensionalen Schmiegräume auf der F, 
liegen. Man hat p< n/2 — 1. Bemerkenswert sind die autopolaren Q37!. Die Bestim- 
mung der Q% gelingt (im wesentlichen nach Borel) ohne Quadratur. Im Kap. VIII 
werden Transformationen angegeben, die aus einer QZ andere erzeugen; als Anwendung 
folgt eine rein geometrische Lösung des Koenigsschen Problems aus Kap. VI. Im 
Kap. IX werden die Bahnkurven projektiver Gruppen (anharmonische Kurven) be- 
trachtet. Im Kap. X werden die von zwei Parametern abhängenden Schnitt- und 
Verbindungsräume der Schmiegräume gegebener Dimension zweier gegebener Kurven 
untersucht. Das Büchlein, das aus Vorlesungen (Sorbonne, Januar 1926) entstanden 
ist, erfordert keine Vorkenntnisse, ist leicht lesbar und kann Anfängern dringend 
empfohlen werden. Doch werden auch die Kenner viele Anregungen darin finden. 
E.Cech (Brünn). 
Nakajima, Söji: Das Extremalproblem der relativen Affinlänge in der relativen 
Affingeometrie ebener Kurven. Töhoku math. J. 33, 231—233 (1931). . 
Ist h die gewöhnliche Affinentfernung des Ursprungs von der — in der Süssschen 
relativen Affingeometrie der ebenen Kurven — zugrunde gelegten Eichkurve, % die 
gewöhnliche Affinbogenlänge der. betrachteten Kurve, so ist ihre relative Affinbogen- 


länge durch | dot fh dü a) 


gegeben. Der Autor zeigt, daß für die Extremalen von (1) die relative Krümmung ver- 
schwindet, und daß sie maximale relative Affinbogenlänge haben. Hlavatıj (Prag). 

Whitehead, J. H. C.: On a elass of projeetively flat affine eonnections. Proc. Lond. 
math. Soc., II.s. 32, 93—-114 (1931). PAPER | 

Die homogenen linearen Koordinaten Z* [im folgenden durchlaufen die Indizes 
&, ß,y (% 7, k) die Werte 0,1,...,n (1,2...n)] des läufenden Punktes im gewöhnlichen 
projektiven R, seien als irgend welche Funktionen von n krummlinigen Koordinaten 
&' ausgedrückt: Z* —= ©*(a). Die projektive Geometrie des R, läßt sich offenbar auf- 
fassen als Invariantentheorie des Funktionensystems ©*(x,) bei simultanen Trans- 
formationen der drei Typen: 


1 zZ = a5 Zi 
(az konstant mit. Determinante + 0); 
u | # = #ah); 


IIT | Ze =io(&) Zoe +0). 
Dabei kann man noch von I absehen, indem man statt der Funktionen ©* die Koeffi- 
zienten I/#, des von Z = ©*(z‘) erfüllten Differentialsystems 
az On 
Orföz! 98% Pa 
zugrunde legt (=° ist dabei eine Hilfsveränderliche, von der die //#, unabhängig sind). 
Falls man nun von III absieht, bekommt man aus R, einen Raum R}, wo der will- 
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kürliche Faktor von Z* (bis auf eine unwesentliche Konstante) fest gewählt ist. Die 
Wahl Z° = 1 ergibt offenbar als R* den gewöhnlichen affinen Raum; Verf. zeigt, daß 
für jede Wahl des Faktors R* als Raum mit affiner Übertragung I}, aufgefaßt werden 
kann (man hat einfach If, = I];,); die geodätischen Linien (paths) der Übertragung 
sind mit den Geraden des R, identisch; die den verschiedenen Wahlen des Faktors ent- 
sprechenden Räume R* unterscheiden sich voneinander nur durch den Wert des (in- 
varianten) affinen Parameters auf den Geodätischen. Die Wahl des Faktors kann durch 
eine Relation @(Z) = 1 geschehen (p homogen von der Dimension 1). Die Hyperfläche 
p(Z) = 0 muß natürlich aus R* ausgelassen werden. Die affine Übertragung ist nur 
eben, wenn p(Z)=0 eine Hyperebene ist. Der projektive R„ kann als affiner (n + 1) 
dim. Raum A„;, mit Zentrum O aufgefaßt werden; die Punkte des R, sind die durch O 
hindurchgehenden Geraden des A,„;,. Der R% erscheint dann als die Hyperfläche 
o(Z) =1 des Raumes A„.;,; die geodätischen Linien des R} sind ebene Kurven. Der 
Tensor /I?, wird zur affinen quadratischen Grundform der Hyperfläche R}. Falls die 
Determinante | IZf,| = 0, ist der affine Parameter der Geodätischen (a. P.d. G.) zu- 
gleich deren Affinlänge dann und nur dann, wenn die Hyperfläche quadratisch ist. Der 
a.P.d.G. ist die gewöhnliche (euklidische) Länge dann und nur dann, wenn o(Z) =1 
eine Hyperebene oder eine Hypersphäre ist. Cech (Brno). 


Foster, Malcolm: Note on eongruences whose middle surfaces are planes. Töhoku 
math. J. 33, 244—246 (1931). 

Bianchi (Vorlesungen über Diff.-Geom., Leipzig 1899, p. 306) gab folgendes Beispiel 
für ein Strahlensystem mit ebener Mittelfläche: Man projiziere die Punkte einer gegebenen 
Fläche senkrecht auf eine Ebene, etwa die xy-Ebene des rechtwinkligen Koordinaten- 
systems, und drehe dann die yx-Ebene um die z-Achse um einen Rechten. Legt man 
jetzt durch die Punkte der xy-Ebene Geraden, die zu den Flächennormalen in ent- 
sprechenden Punkten parallel sind, so bilden diese ein Strahlensystem mit ebener 
Mittelfläche. .Es wird gezeigt, daß alle Strahlensysteme mit ebener Mittelfläche 
sich so konstruieren lassen. Zum Beweise werden die Punkte der Systemstrahlen 
auf ein begleitendes rechtwinkliges Koordinatendreibein bezogen, dessen Nullpunkt 
in einer festen Ebene liegt (Eisenhart, Diff. Geom. of Curves and Surfaces pp. 166 
bis 170). Die Bedingungen dafür, daß diese feste Ebene die Mittelfläche des Systems 
ist, zeigen dann sofort, daß die Systemstrahlen den Normalen einer Fläche parallel 
sind. Dabei besteht zwischen den Punkten der Fläche und denen der Ebene die oben 
angegebene Zuordnung. Haack (Danzig). 


Delens, Paul: Surles congruences de courbes. C.r. Acad. Sci. Paris 192,469 —471(1931). 

Il signor Delens P., autore di un libro su: Me&thodes et probl&ömes des g&o- 
metries differentielles (1927), si vale di recenti studi di C.E. Weatherburn, 
Differential Geometry of three dimensions (1927, 1930), per esporre alcuni 
risultati da lui conseguiti nello studio delle congruenze di curve di un S,, eche genera- 
lizzano altre proprieta trovate dal Weatherburn. L’A. si vale, in parte, dei metodi 
e delle notazioni delle omografie vettoriali di Burali-Forti e Marcolongo. Piü 
particolarmente si considerano la congruenza di curve isocline ad un dato vettore e il 
sistema delle loro traiettorie ortogonali. Tale sistema, pur non costituendo una super- 
ficie, gode, secondo l’A., di molte propriet& delle ordinurie superficie; ’A. estende ad 
esso 1 concetti di linee asintotiche, di linee di curvatura, di curvatura totale e media 
e considera tre forme differenziali importanti per l’ulteriore studio di un tale sistema. 

Roberto Marcolongo (Napoli). 

Mühlendyek, O.: Über eine Familie analytischer Regelflächen. J. f. Math. 164, 
128—130 (1931). 

Es werden die natürlichen Gleichungen für die windschiefen Regelflächen mit 
isotropen Richtebenen aufgestellt. Nach Einführung eines natürlichen Parameters 


ı=/Y- (Fat 
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(wo unter x, die Richtungskosinusse, unter &; die Momente der Erzeugenden der 
Regelfläche verstanden werden; x;(t), &;(t) stellen die Regelfläche dar, (x&) bedeutet 
das innere Produkt) wird ein begleitendes Dreibein mit einer euklidischen und zwei 
Minimalkanten eingeführt, die Ableitungsformeln angesetzt und zwei Invarianten 
A und B ermittelt. A(z) und B(r) sind dann die natürlichen Gleichungen der 
Regelfläche. Heinrich Schatz (Innsbruck). 
Su, Buehin: The quadries of Moutard. II. Töhoku math. J. 33, 190—198 (1931). 
Es seien R,, Rı 2 konjugierte Richtungen in einem nichtparabolischen Punkte p 
einer Fläche, R,, R% die asymptotischen Richtungen in p, und D der durch p gehende 
Durchmesser der Moutardschen Quadrik, welche dem Elemente (p, R,) angehört. 
In dem Ebenenbüschel der Ebenen Z, =(D, R), E,=(D, R,), Ex = (D, Rx) kon- 
struiert man die Ebene E, nach dem Doppelverhältnis (E, Ex E,E,) = x. Der Autor 
zeigt: Dreht sich R, um p, während x = k fest bleibt, so ist die Enveloppe von EZ, 
ein analytischer Kegel K(k) vom 4. Grade und von 3. Klasse mit 3 Cuspidalgeraden, 
deren Tangentialebenen sich in der Affinnormale von p schneiden. In dem Kegel- 
büschel K(x) werden insbesondere die Kegel für =—1, 1, !/,, 2 untersucht. (Die 
2 letztgenannten degenerieren in je eine Doppelebene und je einen quadratischen 
Kegel.) Unter den Kegeln X (x) befinden sich auch solche, welche mittels der Cus- 
pidalgeraden zur Konstruktion der Darbouxschen und Segreschen Tangentialrich- 
tungen dienen können. Der Autor gibt noch andere Eigenschaften der Konfiguration 
von K(x) an. Hlavatyj (Prag). 


Grove, V. 6.: The transformation E of nets. Trans. amer. math. Soc. 33, 147 
bis 152 (1931). 

Unter Bezugnahme auf Begriffe, die in früheren Arbeiten des Verf. (vor allem 
Transactions of the Am. Math. Soc. 1928, 483ff.) eingeführt und verwendet wurden 
(C- und F-Verwandtschaft zweier Netze), wird eine neue solche Verwandtschaft, die 
E-Verwandischaft (Relation E) erklärt und einige Eigenschaften von Netzen in 
E-Verwandtschaft hergeleitet. H. Schatz (Innsbruck). 


Whitehead, J. H. C.: On linear eonneetions. Trans. amer. math. Soc. 33, 191 
bis 209 (1931). 

Ziel des Verf. ist, klarzumachen, wie die Cartansche Theorie der Pfaffschen Formen- 
systeme, angewandt auf die Definitionsformeln einer Königschen Übertragung, die 
Aufstellung einer Methode gestattet, um die wichtigsten Teilräume aufzufinden, worin 
die Übertragung integrabel ist. Er benutzt einige Hilfssätze, die Aussagen, wie man im 
Falle einer Königschen oder einer affinen Übertragung die Koordinaten zu wählen hat, 
damit soviel als möglich Parameter der Übertragung gleich Null werden. Beiläufig 
zeigt er, daß die Aufstellung eines vollständigen Invariantensystems mit Hilfe von 
Normalkoordinaten erweitert werden kann auf den Fall, daß sowohl eine affıne als 
eine Königsche Übertragung gegeben ist. Er beweist noch eine Formel für den alter- 
nierten höheren Differentialquotient einer speziellen Größe und zeigt, daß ein nicht 
holonomes mechanisches System aufgefaßt werden kann als eine Riemannsche zu- 
sammen mit einer Königschen Übertragung im Parameterraum des Systems. 

van Kampen (den Haag). 


Craig, Homer Vincent: On parallel displacement in a non-Finsler space. Trans. amer. 
math. Soc. 33, 125—142 (1931). 


2 
Es sei I (e. ze) eine Invariante in bezug auf die Parametertransformation, 
2 d S } 
Bat, = eine homogene Funktion von «= Fr vom Grade +1, welche die Fins- 
lersche Metrik des n-dimensionalen Raumes angibt. Der Autor führt eine andere 
Metrik durch die skalare Funktion F=IH ein.. Dann läßt sich längs jeder regu- 
lären Kurve C eine kovariante Ableitung der Größen ausfindig machen: (1) Aus 
{= H®F+%H’2 konstruiert man zuerst den metrischen Fundamentaltensor 
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02 : v 
Ru ERZERZT vom Range n und den entsprechenden kontravarianten Tensor g* 
(2) Unter allen möglichen Parametern wird der ausgezeichnet, für welchen längs C 


H=1, und dieser mit £ bezeichnet. Dann ist x’” der tangentiale Einheitsvektor von 
: oh 
C. (3) Aus k=%H? konstruiert man den Tensor vom Range n 9), = Srmaue 
so daß auch g*?” existiert, und daraus lassen sich die Christoffelschen Symbole 
Yu, welche g/, zugehören, konstruieren. (4) Die kovariante Ableitung einer Größe 
[4% 19? längs C ist durch 


ARE SR ; s ‚ i 
N er ur DA A ee 
1 
se wo 
= zerluB, A RR ”& 09, 7% —_ gBT% OgyR ı ve 


ER ZU ER Ze ? d2% 
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9 og og, 2 af 09% 
UN (+ Eee etz. 


Da auch Og,.=0, so bei un sich alle metrischen Kt (in bezug auf g;.) so, 
wie in der gewöhnlichen metrischen (Riemannschen) absoluten Differentialgeometrie. 
Insbesondere ist die Länge eines — längs der Kurve Ü — parallel verschobenen 
Vektors und der Winkel zweier solcher Vektoren konstant. Hlavatjy (Prag). 

“ Bortolotti, Enea: Trasporti rigidi e geometria della varietä anolonome. Boll. Un. 
mat. ital. 10, 5—12 (1931). 

L’A. indica una caratterizzazione geometrica di un trasporto rigido dei vettori 
in V„ in relazione con una m- pla di congruenze ortogonali (m <n — 1), definito dalla 
prof. a Nalli; mette in evidenza i rapporti con lo studio delle V7? anolonome, e con altri 
tipi di trasporto definiti, per le V7, da Synge e da Vranceanu, di cui dä pure ca- 
ratterizzazioni; ne trae infine la definizione e alcune proprieta di quello che appare 
essere il DU semplice trasporto rigido in V,„, in relazione con una V?; assegnata. 

Autoreferat. 

Bortolotti, Enea: Una generalizzazione del calcolo assoluto rispetto a una forma 
differenziale quadratica specializzata. Atti Accad. naz. Lincei, VI.s. 13, 104—108 
(1931). 

In einem N-dimensionalen euklidischen Raume R,y mit dem Fundamentaltensor 
9,u = Ö4„ (= Kroneckers Delta) und mit den Koordinaten X” sei eine V,„ durch die 
Gleichungen X” = X”(ul, ..., w*) gegeben, und in jedem Punkte der V,, sei ein m-dimen- 
sionaler euklidischer Raum R,, mittels m’ Vektoren e* (a,b, c=]1,..., m’) aufgespannt. 
Die Totalität von R,, soll mit (R,) bezeichnet werden. Es ist mn und m’ >= m, so 
daß für m’ > m gerade m’ — m linear unabhängige Lösungen &{ des Systems @® e =0 


existieren (u =1,..., m’ — m). Ein Vektor v”, der sich als Kombination von e” in der 
Form v’ = v* e schreiben läßt, ‚liegt in (R,„)“. Die v“ sind teilweise willkürlich, während 
die v, = ve =v"e, vollkommen bestimmt sind und es ist wiv, = v, e N 
De un ei e“ als Fundamentaltensor (vom Range m) von (R,) gewählt, so ist überdies 


dl Pr on. HER andere metrische Begriffe lassen sich mittels g/, ausdrücken, wenn 
man. von v” — ve” ausgeht. Der Definition von Levi-Civita folgend, definiert der 


Autor die Parallelverschiebung eines Vektors in (R,) folgendermaßen: (dv”) e, — 0, 
und dies ist gleichbedeutend mit ; 


dei 
da = [a, Ab]v’ duf, [a, Ab] = Ar uz e* A=]l..,n 
da, = gr.(de*) eu Ht Nu ef (de*) — (fa, Ab] + [b, Aa]) duf, 


Da auch | 
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so werden die bekannten metrischen Begriffe auch bei dieser Übertragung aufrecht- 
erhalten. Die oben aufgestellten Gleichungen dienen in bekannter Weise zur Herstellung 
der Tensoranalysis. Der Autor erwähnt außerdem, daß diese Überlegungen auch un- 
abhängig vom Ry gelten und daß die Vitalische Verallgemeinerung des absoluten Diffe- 
rentialkalküls als ein Spezialfall der oben aufgestellten Theorie betrachtet werden kann. 
Hlavatı) (Prag). 

Michal, A.D.: Notes on scalar extensions of tensors and properties of local coördinates. 
(Dep. of Math., California Inst. of Technol., Pasadena.) Proc. nat. Acad. Sci. U. $S.A. 
17, 132—136 (1931). 

Zur Definition des Fernparallelismus in der Infinitesimalgeometrie ordnet man 
bekanntlich jedem Punkt der Mannigfaltigkeit ein n-Bein von kovarianten und kontra- 
varianten Vektoren zu. Die Größensysteme, die die Geometrie kennzeichnen, hängen 
also in dieser Theorie i. A. nicht nur von den Koordinatenindizes, sondern auch von den 
„Beinindizes“ im n-Bein ab. Systeme, die nur von Beinindizes abhängen, nennt Verf. 
Skalare., Eine Gattung von Skalaren erhält man (vom Verf. skalar extensions of a 
tensor genannt), wenn man die kovarianten Ableitungen beliebiger Ordnung eines 
Tensors so mit den Beinvektorkomponenten überschiebt, daß nur noch Beinindizes 
übrigbleiben. Im Falle einer symmetrischen Übertragung kann man bekanntlich die 
kovarianten Ableitungen aus dem Begriff des geodätischen Koordinatensystems ent- 
wickeln. Verf. stellt diesen Koordinaten ähnliche ‚local coordinates“ an die Seite, 
die durch den Fernparallelismus bestimmt sind, und leitet aus ihnen direkt die skalar 
extensions ab. Er untersucht das Verhalten der ‚local coordinätes“ bei affinen Trans- 
formationen des n-Beins. Wenn die symmetrische affine Übertragung so vom n-Bein 
abhängt, wie in der Geometrie der kontinuierlichen Gruppenräume, dann gilt überdies 
für die skalar extensions der kovarianten Beinkomponenten eine zyklische Relation. 
Vgl. die Arbeiten des Verf.: ‚An operation that generates scalar differential invariants 
from tensor“ Bull. Amer. Math. Soc. 36 (1930), pp. 222—223, sowie ‚An operation 
that generates absolute scalar differential invariants from tensors“ Töhoku math. J. 
(ersch. demn.). Stefan Cohn-Vossen (Köln). 

Ruse, H. S.: Taylor’s theorem in the tensor caleulus. Proc. Lond. math. Soc., 
II. s. 32, 87—92 (1931). 

In einem »-dimensionalen Raume mit der Metrik g;.(x) sei ein Vektorfeld v,(x) 
gegeben. Die p-te Veblensche „affine Extension‘ vom v, im Punkte x, ist bekann- 
lich durch 


Be I CR) 
(02 .. .up)t lei, (er), =( 


gegeben, wenn y die Riemannn-Veblenschen Normalkoordinaten (bezogen auf xy, 
d. i. auf y= 0) darstellen und ’v,(y) die Bestimmungszahlen von v, in den Normal- 
koordinaten sind. Somit gilt für die Taylorsche Entwicklung 


7 f£ 13 S u) 
v,(y) = 'v(0) + pr Hanna H6T (ee) en 


, 1X 
= 'u(0) + 720 year ı.. Yer (Un, u 2. up)a=ae: 


Nun ist aber v„(x) = > : z 'v,(y) und außerdem, nach den Eigenschaften von Normal- 


koordinaten v,(2,) = 00) so daß sich v,(x) durch v;(x,) nach (1) folgendermaßen 
ausdrücken läßt: 


oo 


Oyl 1 
dla) = a |VaRO) + Gi Zr Ya una] (2) 


Der Autor zeigt noch, daß 


En ee ee, 
= g’ a» ne Bar (3) 
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wenn Q=1/2s? und s den Bogen der geodätischen zwischen x und x, bedeutet. 
Analoge Betrachtungen gelten auch für die Entwickelung von Skalaren und Affinoren. 
Hlavaty (Prag). 
Pastori, Maria: Sui tensori emisotropi. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 109—114 
(1931). 
e” sollen n orthogonale Einheitsvektorfelder darstellen, welche nur den Ortho- 


a 
gonaltransformationen ’e > e” mit der Determ. e=-+-1 unterworfen sind. Setzt 
man für einen Tensor 7, ,...,: 


ea vi A ’ ET ’ 1 ’ m 
De Tim RE; Tg onen de ... er D 


Am 
so ist die definierende Eigenschaft der „halb-isotropen“ Tensoren die folgende: 
&EPa,...m = Pay... am: Mittels speziell gewählten Transf. 'e —e” werden einige alge- 
braische, allgemeingültige Eigenschaften der „Komponenten“ P,...am bewiesen, 
2.B. P,...am =, wenn a, = --- = a, oder wenn ein Index (2p)-mal auftritt (2p< m) 
usw. Für die von Null verschiedenen Komponenten eines n-Vektors T},,....,]; der auch 
ein halb-isotroper Tensor ist, wird die bekannte Formel mittels einer Dichte abgeleitet. 
— Wenn der Raum euklidisch ist, so lassen sich die e* als Maßvektoren auffassen und 


a 
infolgedessen bezieht sich die Definition der halb-isotropen Tensoren auf orthogonale 
Koordinatentransformationen. Hlavaty (Prag). 


Simonetto, Edvige: Sopra aleune varietä dello spazio hilbertiano. Boll. Un. mat. 
ital. 10, 14—16 (1931). 

L’A. dimostra che, quando nel I/, di una varietä esiste un parametro che ha per 
covariante associato quello costituito dai coefficienti del quadrato dell’elemento lineare, 
le E, sono coni i cui vertici costituiscono una variet& che corrisponde per ortogonalitä 
di elementi alla data. Autoreferat. 


Nakajima, Söji: Einige Beiträge über konvexe Kurven und Flächen. Töhoku math. 
J. 33, 219—230 (1931). 

1. Eine Verallgemeinerung des Vierscheitelsatzes in der relativen Kurventheorie. — 
Sei in der Ebene eine beliebige Eikurve E gegeben und mögen alle zu Z ähnlichen und ähnlich 
gelegenen Kurven R-Kreise heißen. Dann kann man auf einer beliebigen Kurve die „R- 
Krümmung“ analog definieren, wie die gewöhnliche Krümmung: nämlich durch denjenigen 
R-Kreis, der die Kurve im betrachteten Punkt von höherer Ordnung berührt. Die „R-Krüm- 
mungskreise‘‘ werden dann die Kurve im allgemeinen durchsetzen; demgegenüber heiße ‚R- 
Scheitel‘ jeder Kurvenpunkt, dessen R-Krümmungskreis dort die Kurve nicht durchsetzt. 
Dann wird für jede Wahl der R-Kreise gezeigt: Jede Eikurve hat mindestens vier R-Scheitel. 
Ferner hat jede Eikurve, die irgendeinen R-Kreis in 2 n-Punkten schneidet, mindestens n R- 
Scheitel. Zum Beweise wird eine Methode verallgemeinert, die Zindler (über konvexe Gebilde, 
Mh. f. Math. u. Phys. 30) zum Beweis des gewöhnlichen Vierscheitelsatzes verwandt hat. 
2. Die Differentialgleichungen der geodätischen Linien. — Diese Differentialgleichungen werden 
in üblicher Weise aus dem Variationsansatz gewonnen. 3. Über konvexe Flächenstücke,. die 
längs einer Linie Nabelpunkte haben. — Behauptet wird: Die Tangenten dieser Linie sind parallel 
zu den Normalen der Brennfläche in entsprechenden Punkten. Zum Beweise werden zwei 
Voraussetzungen gemacht, die nach Ansicht des Ref. nur in ganz speziellen Fällen zutreffen. 
Die Koordinaten des Flächenstücks werden in der Umgebung eines Nabelpunkts als analytisch- 
reguläre Funktionen der Krümmungslinienparameter angenommen, und außerdem muß die 
Nabellinie eine Schar der Krümmungslinien zur Enveloppe haben. 4. Es wird eine Definition 
der Eilinie im Lobatschewskyschen Raum gegeben, die Ref. nicht verständlich ist. 


Stefan Cohn-Vossen (Köln). 
Topologie: 


Graustein, W. C.: On the average number of sides of polygons of a net. Ann. of 
Math., II.s. 32, 149—153 (1931). 

Es bedecke eine endliche Anzahl von Polygonen einen einfach zusammenhängenden 
Bereich der Ebene, und zwar so, daß von jedem im Innern des Bereiches gelegenen Eck- 
punkt genau n, von jedem sonstigen Eckpunkt höchstens n Polygonseiten ausgehen 
und die Durchschnittszahl der Seiten eines Polygons m sei, wo m bzw. gleich 6, 4, 3 ist, 
wenn n=3,4,6. Werden dann irgendwelche Polygone, die nur Eckpunkte im Innern 
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des Bereichs besitzen, durch andere Polygone derart ersetzt, daß von jedem im Innern 
des Bereichs gelegenen (alten oder neuen) Eckpunkt genau n-Polygonseiten ausgehen, so 
bleibt m die Durchschnittszahl der Seiten eines Polygons. — Der Beweis hiervon wird 
geführt, indem notwendige und hinreichende Kriterien dafür hergeleitet werden, daß 
bei vorgegebenem n die Zahl m einen vorgegebenen Wert hat. Baer (Halle a.$.). 

Wilkosz, W.: Les propriet&s topologiques du plan Euelidien. M&morial Sci. math. 
H.45, 1—62 (1931). 

Das Buch enthält 55 Seiten, 5 Seiten Bibliographie und 2 Seiten Inhalts- 
verzeichnis. Der eigentlichen Topologie der Ebene. sind nur die $. 33—55 gewidmet. 
Dieser Teil enthält eine Übersicht der einfachsten Begriffe und Sätze über ebene 
Gebiete, deren Zusammenhangszahl und Begrenzungen. Der Brouwersche Begriff 
der Zyklosis, aus dem übrigens alles über die Zusammenhangsverhältnisse in der 
Ebene folgt (und der die einfachste Anwendung kombinatorischer Methoden auf 
mengentheoretisch-topologische Probleme darstellt, die zu den Elementen der 
Topologie gehört) wird im Buch nicht dargestellt. Dies wird begründet mit: 
„nous avons laisse de cote ces resultats & cause de leur complication“. Die Cara- 
theodoryschen Untersuchungen über die Struktur der ebenen Gebietsgrenzen fehlen 
ebenfalls. Was die neueren Resultate betrifft, so werden im wesentlichen die Er- 
weiterungssätze von Antoine (1921), einige Sätze von Mazurkiewicz, Kuratowski 
und Knaster über irreduzible Schnitte und der Satz von Lavrentieff über die 
Erweiterungen von Homöomorphien auf @5-Mengen besprochen. Auf den ersten 32 Seiten 
findet der Leser der Reihe nach: 1. Allgemeine Betrachtungen über Mengen, Operationen 
mit Mengen, Existenzsätze, Auswahlpostulat, Kontinuumhypothese, Kardinal- und 
Ordinalarithmetik usw. (S.1 bis 10). 2. Betrachtungen über abstrakte Topologie 
(S. 10—18). 3. Ein Kapitel, welches heißt „Les ensembles plans en general“, ent- 
haltend die einfachsten Begriffe aus der Topologie der metrischen Räume — Ent- 
fernungen, Durchmesser, topologische Konvergenz, Zusammenhang usw. Keiner dieser 
Begriffe und Sätze setzt übrigens voraus, daß die Mengen in der Ebene liegen. 4. Ein 
weiteres Kapitel heißt „Courbes planes“. Es enthält die Begriffe des irreduziblen 
und des unzerlegbaren Kontinuums, des Häufungskontinuums, des im kleinen zu- 
sammenhängenden Kontinuums, des einfachen Jordanbogens und der geschlossenen 
Jordankurve mit den zugehörigen Sätzen. Auch dieses Kapitel gehört der allge- 
meinen Topologie der kompakten Räume an, Eine Eigenartigkeit der Darstellung besteht 
allerdings darin, daß über die einschlägigen Resultate der Dimensions- und Kurven- 
theorie kein Wort verloren wird. Der einzige speziell ‚ebene‘ Satz, der in dieses 
Kapitel gehören würde — der Satz von Sierpinski über die Existenz einer ebenen 
Universalkurve (1916) —, wird nicht erwähnt. Von den beiden großen topologischen 
Theorien, die den heutigen Zustand auch der Topologie der Ebene im hohen Maße 
bestimmt haben — von den kombinatorischen Invarianten einerseits und dimensions- 
theoretischen Eigenschaften andererseits —, ist im Buche nichts enthalten. Grund- 
legende und spezifisch-ebene Sätze, wie der Brouwersche Translationssatz, werden 
ebenfalls nicht erwähnt (auch in der Bibliographie nicht). Die Bibliographie enthält 
keine einzige Arbeit von Alexander, Menger, Veblen — um nur die Namen 
zu nennen, mit denen grundlegende Leistungen insbesondere auch auf dem Gebiete 
der ebenen Topologie verbunden sind; auch die Veblensche Arbeit, in der zum ersten- 
mal der Jordansche Kurvensatz bewiesen ist, wird nicht genannt. Andererseits 
werden Arbeiten zitiert, die zur Topologie der Ebene keinerlei Beziehungen haben 
(so z. B. eine Arbeit des Referenten über Komplementärmengen zu den A-Mengen). 

Paul Alexandroff (Moskau), 

Ayres, W. L.: On the regular points of a continuum. Trans. amer. math. Soc. 38, 
252—262 (1931). 

Ist M ein beliebiger metrischer Raum (in welchem eine abzählbare Teilmenge 
dicht liegt), so heißt nach Menger ein Punkt p von M regulär von der Ordnung n 
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(n natürliche Zahl), wenn erstens p in beliebig kleinen Umgebungen enthalten ist, deren 
Begrenzungen aus höchstens n Punkten bestehen, und wenn zweitens » die kleinste 
natürliche Zahl mit dieser Eigenschaft ist. M” sei die Menge aller Punkte aus M von 
n-ter Ordnung. G. T. Whyburn hat gezeigt, daß für n =# 2 die Menge M” kein Teil- 
kontinuum enthält, und darüber hinaus die Vermutung ausgesprochen, daß M” für 
n = 2 sogar entweder leer oder nulldimensional ist, d.h. daß jeder Punkt von M” 
in beliebig kleinen Umgebungen liegt, deren Begrenzungen mit M" keinen Punkt gemein 
haben. Diese Vermutung wird nun vom Verf. bestätigt. Genauer wird bewiesen, 
daß die Menge M" + M"+1 +... + M?"-3 (n = 2) leer oder nulldimensional ist. 
Hieraus folgen als Korollare drei bereits bekannte Sätze über Eigenschaften der Mengen 
Mr. Ist M kompakt und zusammenhängend (also ein Kontinuum), so ist die Menge M? 
die Summe von abzählbar vielen Bogen (eineindeutigen stetigen Bildern der Strecke) und 
einer nulldimensionalen Menge. Nöbeling (Wien). 

Wald, A.: Axiomatik des Zwischenbegriffes in metrischen Räumen. Math. An- 
nalen 104, 476-484 (1931). 

Wenn a,b, c drei verschiedene Punkte eines metrischen Raumes sind und mit o 
die Entfernungsfunktion in diesem Raume bezeichnet wird, so liegt der Punkt 5b 
(im Sinne von Menger) zwischen a und c, wenn o(a,d)+o(b,c)=o(a,c) ist. Die 
Tatsache des Zwischenliegens wird nach Verf. durch das Symbol abe ausgedrückt. 
In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß der obige Zwischenbegriff auch axio- 
matisch, und zwar mit Hilfe folgender sechs Axiome eingeführt werden kann: 1. Wenn 
o(a,b)=o(a', d’), o(d,e)=o(b', c’), o(a,c)=o(a’, c’)- ist und abe gilt, so gilt auch 
a’b'c’. 2. Aus abe folgt cba. 3. Aus abc folgt, daß bca und cab nicht bestehen. 4. Aus 
abd und bed folgt acd und abe. 5. Die Vereinigungsmenge von a,b und allen Punkten 
„zwischen‘ a und 5 ist abgeschlossen. 6. Wenn R irgendein metrischer:. Raum ist, 
der nur aus den beiden Punkten x und y besteht, so gibt es einen metrischen Raum R’, 
der außer x und y noch einen „zwischen‘ a und 5 liegenden Punkt c enthält. 

P. Alexandroff (Moskau). 

Haupt, Otto: Über die Struktur reeller Kurven. J. f. Math. 164, 50—60 (1931.) 

Es sei Bein in der xy-Ebene gelegener Bogen, d. h. die Menge aller Punkte x = o ({t), 

=vy(t), woy (t) undo(t) im Intervalla <t=<tb definiert und stetig sind. Zur Verein- 
fachung werden nur solche Bogen betrachtet, welche keine Strecke als Teilbogen 
= oft), y=y(l), («<)a,<t<b,(=b) enthalten. Dies wird durch den Satz gerecht- 
fertigt, daß jeder Bogen sich als abgeschlossene Hülle einer Summe von abzählbar 
vielen Teilstrecken und Teilbogen ohne Teilstrecken darstellen läßt. Die den Zahlen 
t=a und #= b entsprechenden Punkte heißen Randpunkte. Jeder Punkt (xy) von 
B wird mit seiner Vielfachheit gezählt, d. h. mit der Anzahl (Kardinalzahl) aller Zah- 
len £, für welche x = o(t), y= y(t)gilt. Eine Umgebung des Punktes z = (ty), y= % (ty) 
ist die Menge aller Punktex=gp(t), y=y(t), wo |t—t,| <ö ist. Eine Sekante von n-ter 
Ordnung ist eine Gerade, die mit B genau » (in ihrer Vielfachheit zu zählende) Punkte 
gemein hat. Der Bogen B heißt von n-ter (beschränkter) Ordnung, wenn B nur Sekanten 
von höchstens n-ter Ordnung, aber mindestens eine von genau n-ter Ordnung besitzt. 
Haben alle Sekanten von B eine endliche, aber nicht beschränkte Ordnung, so heißt 
B von endlicher Ordnung. Ist B weder von beschränkter noch von endlicher Ordnung, 
so heißt B von unendlicher Ordnung. Ein Punkt p von B heißt von n-ter Ordnung, 
wenn er eine Umgebung von n-ter Ordnung, aber keine Umgebung von kleinerer Ord- 
nung besitzt. Liegt dieser Fall nicht vor, so heißt p von endlicher bzw. unendlicher 
Ordnung, wenn p eine Umgebung von endlicher Ordnung besitzt bzw. nicht besitzt. 
Der Bogen B heißt primitiv, wenn die Ordnungen seiner Punkte gleich der Ordnung 
von B sind. Jeder (ebene) primitive Bogen ist von 2. oder unendlicher Ordnung; 
jeder (ebene) primitive Bogen von 2. Ordnung ist ein Konvexbogen -und umgekehrt. 
Die Frage nach der Struktur eines beliebigen Bogens wird durch den folgenden Zer- 
legungssatz erledigt: Jeder Bogen ohne Teilstrecke ist als abgeschlossene 
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HülleeinerSumme vonabzählbar vielen primitivenTeilbogen darsteilbar, 
die zu je2höchstens Randpunkte gemein haben. Hierin können die primitiven 
Bogen (im Falle eines ebenen B) dann und nur dann als Konyexbogen gewählt werden, 
wenn die Punkte von unendlicher Ordnungin Bnirgends dicht liegen. Nöbeling (Wien). 

Kaufmann, B.: Über die Konvexitäts- und Konkavitätsstellen auf Jordankurven. 
J. £. Math. 164, 112—127 (1931). 

Ein Randpunkt P einer abgeschlossenen, ebenen Punktmenge M heißt Kon- 
vexitäts- bzw.: Konkavitätsstelle von M, wenn irgendeine (offene) Kreisscheibe mit 
dem Mittelpunkt P und dem Radius r durch Tilgung eines geeigneten Durchmessers 7 
in zwei (offene) Halbkreise zerfällt, von denen mindestens einer zur Menge M fremd 
bzw. in M enthalten ist. Der Durchmesser T' heißt eine (äußere bzw. innere) Stütz- 
strecke von der Länge 2r. Analoge Definitionen gelten für geschlossene Jordankurven. 
Nach Tietze ist eine abgeschlossene, zusammenhängende, ebene Punktmenge M 
mit inneren Punkten genau dann konvex (d.h. sie enthält mit je zwei Punkten auch 
deren Verbindungsstrecke), wenn durch jeden Randpunkt P von M eine äußere Stütz- 
strecke von fester (von P unabhängiger) Länge geht. Verf. zeigt nun, daß es im Falle 
einer beschränkten Menge M zur Konvexität bereits hinreichend (und natürlich auch 
notwendig) ist, daß die Menge aller Randpunkte mit einer äußeren Stützstrecke von 
fester Länge in der Begrenzung von M überall dicht liegt. Weiter wird gezeigt, daß 
ein beschränktes, die Ebene zerlegendes Kontinuum ohne innere Punkte und ohne 
geradlinige Teile der Länge / sicher dann eine konvexe Figur begrenzt, wenn es eine 
in ihr überall dicht liegende Teilmenge von Punkten mit äußeren Stützstrecken der 
Länge l enthält. — In einer Jordankurve J liegt die Menge aller Konvexitäts-.und 
aller Konkavitätsstellen überall dicht (ohne aber überabzählbar sein zu müssen). — Ein 
Punkt einer Jordankurve J heißt singulär, wenn er nicht innerer Punkt eines konvexen 
Teilbogens von J ist (ein solcher Punkt kann Konvexitäts- oder Konkavitätsstelle 
sein, nicht aber umgekehrt). In jeder Nachbarschaft eines singulären Punktes liegen 
sowohl Konvexitäts- als auch Konkavitätsstellen. Enthält J nur singuläre Punkte 
(also keinen konvexen Teilbogen), so liegt die Menge aller Punkte, welche weder Kon- 
vexitäts- noch Konkavitätsstellen sind, in J überall dicht. Enthält ein abgeschlossener 
Teilbogen B von J nur einen einzigen singulären Punkt und ist dieser weder eine Kon- 
vexitäts- noch eine Konkavitätsstelle, so ist B die Summe von endlich vielen konvexen 
Bogen. Nöbeling (Wien). 

Whyburn, 6. T.: Continuous eurves without local separating points. Amer. J. 
Math. 53, 163—166 (1931). 

Es sei M ein metrischer, separabler, im kleinen kompakter, zusammenhängender 
und im kleinen zusammenhängender Raum. Ein Punkt P von M heißt lokaler Zer- 
schneidungspunkt von M, wenn eine Umgebung U von P mit kompakter Hülle U 
existiert, so daß die Menge U— P dargestellt werden kann als Summe zweier fremder, 
relativ abgeschlossener Mengen U, und U, mit den Eigenschaften U,C +0 + U,C 
wobei C die P enthaltende Komponente von U ist. Wenn nun M keine lokalen Zer- 
schneidungspunkte enthält, so ist bereits bekannt (Whyburn und Ayres), daß je 
2 Punkte a und b von M verbunden werden können durch 2 in M enthaltene Bogen 
(topologische Bilder der Strecke), welche unabhängig sind, d. h. nur. die Endpunkte 
a und b gemein haben. Diese Aussage wird nun vom Verf. dahin verschärft, daß je 
2 Punkte a und 5 enthalten sind in einem Teilkontinuum 7 = Zee von M, wobei 


sre=s1l 
B, ein Bogen mit den Endpunkten a und b ist, und je zwei Bogen B,und B,(c + y) 
uinabhäßgie sind. Nöbeling (Wien). 


Wilder, R. L.: Concerning simple continuous eurves and related point sets. Amer. 
J. Math. 53, 39—55 (1931): 

Es Bande sich um die Aufgabe, die lndkn Teilmengen Euklidischer Räume 
durch innere Eigenschaften zu charakterisieren: Bogen, einfache geschlossene Kurven, 
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offene Kurven, Strahlen, d. h. abgeschlossene Mengen, welche homöomorph sind resp. 
zur Strecke, zum Kreis, zur Geraden, zur Halbgeraden; alle diese Mengen heißen 
einfache stetige Kurven. Sind C, und (, zwei fremde, abgeschlossene Teilmengen 
einer abgeschlossenen Menge M, und ist H eine zusammenhängende Teilmenge von M, 


welche zu CO, und (, fremd, deren abgeschlossene Hülle H weder zu C, noch zu (, 


fremd ist, so bezeichnet Verf. die Menge H mit K (C,C,)M und beweist den Satz, daß 
eine abgeschlossene, zusammenhängende Menge M eines Euklidischen Raumes dann 
und nur dann eine einfache stetige Kurve ist, wenn jede Menge K(C,C;)M ein Bogen 
ist. Weiter sind unter den zwei Punkte A und B enthaltenden abgeschlossenen und 
zusammenhängenden Mengen M (sogar eines im kleinen kompakten metrischen Raumes) 
die Bogen mit den Endpunkten A und B dadurch charakterisiert, daß M—A und M—B 
zusammenhängend sind, und M durch Tilgung jedes von A und B verschiedenen Punktes 
in zwei relativ abgeschlossene, fremde, zusammenhängende, nicht leere Mengen zerfällt. 
Damit schließlich eine zusammenhängende und im kleinen zusammenhängende Menge M 
eine einfache geschlossene Kurve sei, ist jede der beiden folgenden Bedingungen not- 
wendig und hinreichend: M zerfällt stets durch Tilgung von zwei Punkten, zerfällt 
dagegen nie durch Tilgung eines Punktes; M bleibt zusammenhängend bei Tilgung 
einer beliebigen zusammenhängenden Teilmenge. Es ist bemerkenswert, daß die Ab- 
geschlossenheit der Menge M nicht verlangt wird. Nöbeling (Wien). 

Rey Pastor, J.: Une propriet& earaeteristique des varietes de Jordan. CO. r. Acad. 
Sci. Paris 192, 27—29 (1931). 

Nach Brouwer zerlegt eine (n—1)-dimensionale Jordanfläche des Euklidischen R,, 
d. h.-das topologische Bild einer (n—1)-dimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit den 
Raum in zwei Gebiete; dabei ist jeder Punkt der Jordan-Fläche von jedem Punkt sowohl des 
inneren wie des äußeren Gebietes aus zu erreichen, d. h. mit ihm durch einen einfachen bis 
auf den einen Endpunkt ganz in dem betreffenden Gebiet verlaufenden Jordan-Bogen zu ver- 
binden. Während für n = 2 umgekehrt auch die Jordan-Kurven unter den beschränkten 
gemeinsamen Grenzen von Gebieten des R, durch diese beiden Eigenschaften der Zerlegung 
und Erreichbarkeit charakterisiert sind, ist dies schon im dreidimensionalen Raume nicht mehr 
der Fall. Indessen ist das von Brouwer dafür gegebene Beispiel [L: E. J. Brouwer, Über 
Jordansche Mannigfaltigkeiten. Math. Annalen 71, 321 (1912)] nicht stichhaltig, wie der Verf. 
der Note auf Grund allgemeinerer nicht näher zitierten Untersuchungen erkannte; es wird 
deshalb durch ein neues ersetzt. Unter den beschränkten gemeinsamen Grenzen von Ge- 
bieten des R, sind nämlich die Jordan-Flächen dadurch charakterisiert, daß sie einmal den 
Raum in zwei Gebiete zerlegen und weiter jeder ihrer Punkte von jedem Punkt sowohl des 
inneren wie des äußeren Gebietes aus „einfach“ zu erreichen ist. Dabei heißt ein Punkt p der 
Gebietsgrenze von einem Punkt x des einen Gebietes aus einfach erreichbar, wenn alle bis auf 
p ganz in dem Gebiet zwischen x und p verlaufenden Jordan-Bögen auseinander durch stetige 
Deformation innerhalb des Gebietes hervorgehen. Die Brouwersche Fläche ist nun in allen 
Punkten einfach erreichbar, also eine Jordan-Fläche; tatsächlich läßt sich auch eine topo- 
logische Abbildung auf die Oberfläche der dreidimensionalen Vollkugel angeben. 

Grell (Jena). 

Birkhoff, George D.: Une gen£ralisation ä rn dimensions du dernier th&or&me de 
gtometrie de Poincare. C. r. Acad. Sci. Paris 192, 196—198 (1931). 

Verf. beweist folgenden Fixpunktsatz (dessen zweidimensionaler Fall an seine 
frühere Verallgemeinerung [Acta math. 47 (1926) und „Dynamical Systems“, New 
York 1927, Kap. V und VI] des „‚dernier theoreme‘“ unmittelbar anschließt): Es sei 
%, 22.5, Im} Y5 ++ +5 Ym ein Koordinatensystem des R?*; man betrachte eine durch ein 
System im Anfangspunkt verschwindender reeller analytischer Funktionen 

= Pilaı 2.4, Ds Yıs+++ > Ym)» Y; = Wıla 34. Ts Yıs+ ++ Ym) 
definierte Abbildung 7. Diese Abbildung soll dabei konservativ sein, d.h. die Flä- 
cheninhalte von Bereichen auf den mEbenen x;, y; sollen erhalten bleiben. Es sei ferner 
C eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit im R?”, deren Gleichung die Form 
= hl, ,:1., Oh); Su PRRRRAT ’ 
hat, wobei r, und ©; Polarkoordinaten, die /; positiv, analytisch und periodisch (mit 
der Periode 2 in den ©,) sind. Schließlich wird noch vorausgesetzt, daß die stetige 
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Abbildung T der Bedingung ©; = ©, für alle Punkte von CO genügt (dabei sind r/, 9% 
die Polarkoordinaten des Bildpunktes). Unter diesen Bedingungen liegen auf 
der Mannigfaltigkeit C mindestens 2” Punkte, die bei der Abbildung 7 
Fixpunkte sind. Verf. gibt folgende dynamische Anwendung des neuen Fixpunkt- 
satzes. Die konservativen Abbildungen lassen sich in eindeutiger Weise auf eine gewisse 
Normalform bringen, in der als Koeffizienten gewisse Konstanten A; und C;; (bei den 
linearen und quadratischen Gliedern) auftreten. Im Falle einer stabilen periodischen 
Bewegung sind diese Konstanten rein imaginär. Nun lautet der neue dynamische 
Satz: Wenn die Konstanten },, die zu einer periodischen Bewegung mit 
m-+1 Freiheitsgraden gehören, durch keine homogene lineare Relation 
mit ganzzahligen Koeffizienten verbunden sind und die Determinante 
(45) #0 ist, gibt es in jeder Umgebung der erwähnten periodischen Be- 
wegung unendlich viele periodische Bewegungen. Dieser Satz bildet eine 
Verallgemeinerung eines von Birkhoff früher [Acta math. 47 (1926) und „Dynamical 
Systems“, New York 1927, Kap. V u. VI] nur für den Fall zweier Freiheitsgrade be- 
wiesenen Satzes. Alexandroff (Moskau). 


Quantentheorie. 


@ Weyl, Hermann: Gruppentheorie und Quantenmechanik. 2. umgearb. Aufl. 
Leipzig: 8. Hirzel 1931. XI, 366 S. RM. 24.—. 

Das Buch behandelt die Gruppentheorie, genauer die Darstellungstheorie der end- 
lichen und kontinuierlichen Gruppen und die Quantenmechanik, jede für sich und in 
ihrem gegenseitigen Zusammenhang. Von der Gruppentheorie werden diejenigen Teile 
gebracht, die zu der Quantentheorie Beziehungen haben, nämlich die Darstellungs- 
theorie der Drehungs- und Lorentz-Gruppe, der unitären linearen Gruppen und der 
endlichen Gruppen, insbesondere der symmetrischen Permutationsgruppe. Diese Teile 
werden aber sehr eingehend mathematisch behandelt, eingehender als für die An- 
wendung auf die Physik an sich nötig wäre. Von der Quantenmechanik wird zunächst 
einleitend dasjenige dargestellt, was zum Verständnis der Anwendungen der Gruppen- 
theorie auf sie nötig ist. In den letzten 2 Kapiteln werden schließlich diese Anwen- 
dungen selber besprochen; es sind dies die schwierigsten Teile der Quantenmechanik: 
die Theorie des Spin, die Lorentz-invariante Wellengleichung, das Pauli-Verbot und 
die gruppentheoretische Ordnung des Linienspektrums. Die Theorie der Moleküle wird 
nur gestreift. — In der 2. Auflage sind viele schwierigere Teile deutlicher und aus- 
führlicher dargestellt als in der ersten. Zu erwähnen sind: die elementare Behandlung 
der Zusammensetzung von Darstellungen der Drehungsgruppe, die deutlichere Er- 
klärung der Verwendung dieser Darstellungen für die Termanalyse, die ausführlichere 
Behandlung der ‚„Hyperquantelung‘ des elektromagnetischen Feldes und die gänzliche 
Neubearbeitung des Kapitels über die symmetrische Permutationsgruppe, welches durch 
Einführung des Begriffes der symmetrischen Transformation, durch elementar-algebra- 
ische Behandlung der Darstellungstheorie der endlichen Gruppen und durch schärfere 
Trennung von Mathematischem und Physikalischem sehr an Durchsichtigkeit gewonnen 
hat, van der Waerden (Leipzig). 

Herzfeld, K. F.: Über die Separierbarkeit der Differentialgleichung der Wellen- 
mechanik. (Phys. Inst., Johns Hopkins Univ., Baltimore.) Z. Physik 68, 325—330 (1931). 

Man kann zeigen: Ist die Schrödingersche Wellengleichung eines mechanischen 
Problems in einem bestimmten Koordinatensystem separierbar, so gilt dies auch für 
die entsprechende Hamilton-Jakobische Gleichung. (Die Umkehrung ist aber nur für 
den Fall zweier Freiheitsgrade richtig.) Daraus läßt sich folgern, daß die Knoten- 
flächen (als Flächenfamilie) der Eigenfunktionen der Wellengleichung in diesem Falle 
mit den Umhüllenden der klassischen Bahnkurven zusammenfallen. Dies führt zu der 
Vermutung des folgendes Satzes. Bilden die Knotenflächen gerade n Scharen (n 
= Anzahl der Freiheitsgrade), derart, daß die Gesamtheit der Flächen einander nicht 
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schneiden und dabei überall dicht liegen, so definieren sie gerade die Separationskoordi- 
naten. Es werden einige Beispiele angeführt, und auch gezeigt, daß in einem nicht- 
separierbaren Fall die Voraussetzungen nicht erfüllt sind. Nordheim (Göttingen). 
- Ruark, Arthur Edward: Über die Unbestimmtheitsrelationen der Quantentheorie. 
Z. Physik 68, 274—277 (1931). 

Der Verf. weist darauf hin, daß er schon früher die neuerdings von verschiedenen 
Autoren angegebenen Genauigkeitsgrenzen 

AgZhlme AtZhlme: 

der Beobachtung von Ort- und Zeitkoordinaten eines Partikels der Masse m aufgestellt 
habe, die im Gegensatz zu den von Heisenberg aufgestellten Unbestimmtheits- 
relationen zwischen Paaren kanonisch konjugierter Variabler eine Begrenzung der 
Beobachtungsmöglichkeit einer einzelnen Koordinate bestimmen sollen. Diese Be- 
grenzung wird mit Gedankenexperimenten begründet, die eine Abbildung des Teilchen- 
orts durch Streustrahlung benützen. Die unkontrollierbare Wechselwirkung zwischen 
abgebildetem Teilchen und abbildendem Strahlenbündel veranlaßt nicht nur die von 
Heisenberg betonte Unsicherheit in der Kenntnis des Teilchenimpulses, sondern 
auch eine Undefiniertheit des abgebildeten Teilchenorts, die selbst bei noch so kleiner 
Wellenlänge der benützten Strahlung nicht unterschritten werden kann. Die Begrün- 
dung der Gedankengänge ist nur angedeutet, eine ausführliche Veröffentlichung steht 
bevor. 'Fues (Hannover). 

Langer, R. M., and N. Rosen: What eehiäreil must the Sehrödinger W-funetion 
satisfy? (Massachusetts Inst. of Technol., Cambridge.) Physic. Rev., II. s. 37, 658 (1931). 

Kritik einer Arbeit von G. Jaffe [Z. Physik. 66, 770 (1930)]. Jaffe& versuchte zu 
zeigen, daß die Forderung der quadratischen Integrabilität für die Schrödinger-Funktion 
nicht genügte, sondern durch die Forderung der Stetigkeit und des Endlichbleibens 
im ganzen Raum ersetzt werden sollte. Als Stütze für diese Auffassung gab er ein 
Beispiel an von einer quadratisch integrablen Lösung mit einer logarithmischen Singu- 
larität, welche zu allen Erfahrungen widersprechenden Resultaten führen würde. Verff. 
weisen nun darauf hin, daß diese Singularität durch die Transformation von kartesi- 
schen zu polaren Koordinaten hervorgerufen wird. Ferner wird für die Jaff&sche 
Lösung das Wirkungsintegral nicht nur kein Minimum, sondern sogar unendlich. 
Zum Schluß schlagen Verff. folgende Regel vor: die Schrödinger-Funktion soll quadra- 
tisch integrabel sein und ferner überall dort stetig und endlich, wo die potentielle 
Energie endlich ist. L. Rosenfeld (Lüttich). 

Sen, N. R.: Gleichungen der Elektronentheorie und die Diraesche Wellengleichung. 
Z. Physik 68, 267—273 (1931). 

Zunächst erweitert der Verf. die von ihm (und anderen Autoren) früher abgeleitete 
Gleichung 

B = -e[C + (bl, 9) 

(Querstrich bedeutet wellenmechanische Mittelung über den ganzen Raum) 
zwischen den Erwartungswerten des Teilchenimpulses ® des Diracschen Elektrons und 
der Lorentzkraft E=—e{&+[p/c, $]} auf eine Gleichung zwischen den Mittelwerten 
über ein endliches Volumen. Dabei muß ein Oberflächenintegral in Rechnung gestellt 
werden, das er als „Fluß des Teilchenimpulses durch die Oberfläche‘ deutet. Ferner 
wird gezeigt, daß die relativistischen Bewegungsgleichungen des Elektrons sich auch 
in der Lagrangeschen Form d/dt OL/d&,;, = OL/dx; als Gleichungen zwischen Er- 
wartungswerten ableiten lassen, wenn man einen Operator der Lagrangeschen Funktion 
passend wählt. Die Arbeit schließt mit einigen Bemerkungen über die beiden der @e- 
schwindigkeit d bzw. dem Impuls ® zugeordneten Operatoren. Fues (Hannover). 

Sen, B.M.: ß-transformation. Nature (Lond.) 19311, 523. 
Die Kernelektronen werden als ein von einer Potentialwand zusammengehaltenes 
Gas von bestimmter Temperatur betrachtet. Die Elektronenemission soll dadurch zu- 
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stande kommen, daß ein Elektron bei der Temperaturbewegung genügend Energie 
erhalten kann, um die Potentialwand zu überwinden. @. Beck (Leipzig). 


Campetti, A.: Le due forme molecolari dell’idrogeno. Nuovo Cimento,-N. s. 8, 
XVI-—-XXVII (1931). 

Sembra essere di qualche interesse l’esporre qui sommariamente lo sviluppo e 
la successione storica dei concetti che hanno condotto alla previsione dei due stati 
molecolari dell’idrogeno e di riassumere i resultati sperimentali confermanti tali pre- 
. visioni. Autoreferat. 

Gronwall, T. H.: On the wave equation of the hydrogen atom. (Dep. of Phys., 
Columbia Univ., New York.) Ann. of Math., II. s. 32, 47—52 (1931). 

Es wird eine einfache Ableitung der Eigenwerte und Eigenfunktionen der Schrö- 
dingerschen (nicht relativistischen) Wellengleichung für das Wasserstoffatom gegeben 
und ihre Vollständigkeit bewiesen. Das Verfahren unterscheidet sich nicht wesentlich 
von bereits bekannten. Nordheim (Göttingen). 


Zener, Clarence: Interchange of translational, rotational and vibrational energy 
in moleeular eollisions. (Jefferson Phys. Laborat., Harvard Univ., Cambridge, U. S. A.) 
Physic. Rev., II.s. 37, 556—569 (1931). 

Verf. untersucht die Änderungen der inneren Energie von Molekülen bei unelasti- 
schen Zusammenstößen. Es werden Formeln für die Wirkungsquerschnitte der Mole- 
küle in Abhängigkeit von den Molekülparametern berechnet. Dabei wird vorausgesetzt, 
daß die Änderungen des Schwingungsquantums klein sind. Ferner wird die Wahr- 
scheinlichkeit für Änderungen der Schwingungsquanten bei Zusammenstößen für 
Zimmertemperatur berechnet. Es ergibt sich z. B. für die Wahrscheinlichkeit, daß ein 
N,-Molekül in seinem ersten angeregten Schwingungszustand seine Anregungsenergie 
bei einem zentralen Stoß an He abgibt, ein Wert von 6 -10-®. Die Wahrscheinlichkeit, 
daß ein anderes N,-Molekül diese Anregungsenergie absorbiert, beträgt 4 - 10°5. 

Sexl (Wien). 

Bethe, H.: Change of resistance in magnetie fields. Nature (Lond.) 1931 I, 336 

bis 337. 


Segre, E.: L’irradiamento dei quadrupoli. Nuovo Cimento, N.s. 8, XXVIII bis 
XXXVII (1931). 


Berechnung der mittleren Lebensdauer eines Quadrupolatoms: 


BR Mal ala Bl. 
256 ndevd(mn) {[2,v(ml)ga,(ml)gqu(in)? 


(0) 


(4x,(ml) Matrixkomponente des Atoms in Richtung &, der Ausbreitung des mit dem 
elektrischen Vektor parallel A, polarisierten Lichtes.) Es folgt daraus, daß 2 Zustände 
durch Quadrupolstrahlung nur kombinieren können, wenn ein 3. Zustand existiert, 
mit dem beide durch Dipolstrahlung kombinieren. Für die Polarisation beim 
Zeemaneffekt wird folgendes Schema ausgerechnet: (x Winkel zwischen Beobach- 
tungsrichtung und Ebene normal zum Felde): 


Am =0 0<a<nit n4=a na<a<n]2 A=n/2 


+2 id linksell. l. e. l. e. 0 

—2 al rechtsell. Tr. e. CH 0 

+1 | T.e. "E l,e: linkszirk. 

—1 | l.e. air r.e. rechtszirk. 
0 0 | | | 0 


Im Falle des Paschen-Backeffekts gelten die Auswahlregeln Am = +2, +1, 0, 
Am, = 0 und die Polarisationsregeln der Tabelle, wenn dort m durch m; ersetzt wird. 
Wessel (Coimbra). 
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Lanezos, Cornel: Zur Intensitätsschwächung der Spektrallinien in hohen elek- 
trischen Feldern. Z. Physik 68, 204—232 (1931). 

Verf. untersucht das Problem von der Intensitätsschwächung der Spektrallinien 
in hohen elektrischen Feldern mit Hilfe der Wellenmechanik. Ein Zusammenhang 
mit dem radioaktiven Zerfall wird hergestellt und das Heruntersinken der Intensität 
der Emissionslinien des Wasserstoffatoms in elektrischen Feldern wird als eine spontane 
Ionisation gedeutet. Beim Wasserstoff ist das Problem quantitativ durchgeführt wor- 
den, Das Resultat der Rechnung ist mit dem experimentellen Befund verglichen und 
zeigt eine gute Übereinstimmung. T.L. de Bruin (Amsterdam). 

Mrozowski, S.: Bemerkungen über die Lebensdauer angeregter Atome und die Hyper- 
feinstruktur des Quecksilberbogenspektrums. (Phys. Laborat. d. Ges. d. Wiss., Warschau.) 
Z. Physik 68, 278—283 (1931). 

Es wird versucht, die Intensitäten der Quecksilber-Hyperfeinstruktur-Linien 
und die Lebensdauer der entsprechenden angeregten Zustände zu erklären. Da dies 
nicht gelingt, nimmt der Verf. an, daß die Quecksilber-Hyperfeinstruktur nicht durch 
Kernspin und. Isotopeneffekt allein erklärbar ist. E. Teller (Göttingen). 

Ittmann, G. P., und H. (. Brinkman: Zeeman-Effekt der von inneren elektrischen 
Feldern erzwungenen Strahlungsübergänge. (Phys. Laborat., Uni. Utrecht.) Natur- 
wiss. 1931 I, 292. 

Tamm, Ig., und 8. Sehubin: Zur Theorie des Photoeffektes an Metallen. Z. Physik 
68, 97—113 (1931). 

Die Verff. entwickeln zunächst eine Theorie des photoelektrischen Effektes an 
Metallen, wobei sie die Leitungselektronen als freie Teilchen betrachten und die Grenze 
Metall—Vakuum durch einen Potentialsprung schematisieren. Obwohl an gänzlich 
freien Elektronen photoelektrische Prozesse nicht stattfinden können, hat doch der 
Potentialsprung zur Folge, daß Energie von der Lichtwelle auf die Elektronen über- 
tragen werden kann, wie auch schon von Fröhlich gezeigt wurde. Der Effekt ist im 
wesentlichen von der Dicke der Metallschicht unabhängig und kann in diesem Sinn 
als Oberflächeneffekt bezeichnet werden. Bei dem zugrunde gelegten Modell ist nur 
die zur Oberfläche des Metalls normale Komponente des elektrischen Lichtvektors 
wirksam. Die Abhängigkeit der photoelektrischen Ausbeute von der Frequenz, wie sie 
aus den Rechnungen von Fröhlich und von den Verff. folgt, wird, vor allem was die 
Lage und Höhe des auftretenden Maximums betrifft, näher diskutiert und mit der 
Erfahrung verglichen, wobei sich im allgemeinen Übereinstimmung ergibt. Im übrigen 
Teile der Arbeit werden die Leitungselektronen nicht als frei, sondern als in einem 
periodischen Potentialfeld befindlich angesehen. Nach Kronig erhält man dann eine 
Lichtabsorption im Metallinneren, also einen photoelektrischen Volumeneffekt. Es tritt 
dabei die Schwierigkeit auf, daß die im optischen Gebiet des Spektrums und im nahen 
Ultraviolett gemessenen photoelektrischen Ausbeuten, wie soeben erwähnt, mit Hilfe 
des Oberflächeneffektes allein gedeutet werden können, so daß der viel größere Volumen- 
effekt scheinbar wenig zu ihnen beiträgt. Die Verff. erklären diese Tatsache dadurch, 
daß die Lichtabsorption im Volumeneffekt hauptsächlich durch die langsamen Leitungs- 
elektronen stattfindet, während beim Oberflächeneffekt auch die schnelleren Elektronen 
mitwirken. Die langwellige Grenze des Volumeneffektes liegt dann weiter nach Violett 
als die des Oberflächeneffektes und gibt zu einem zweiten Anstieg der Ausbeute bei 
höheren Frequenzen Anlaß, wie er mehrfach beobachtet wurde. Es folgen endlich 
einige Bemerkungen über den Einfluß von Verunreinigungen der Oberfläche auf die 
photoelektrische Emission. R.de L. Kronig (Groningen). 

Meyer, E. H. L., und Gg. Otterbein: Dipolmoment und Kerreffekt. (Phys. Inst., 
Univ. Leipzig.) (12. Tag. d. Gauver. Thüringen-Sachsen-Schlesien d. Dtsch. Phys. Ges., 
Dresden, Sitzg. v. 6.—7.I. 1931.) Physik. Z. 32, 290—293 (1931). 

Die Verff. erörtern die elektrische Doppelbrechung (Kerreffekt) in molekularen 
Substanzen, wobei sie die Moleküle durch den Tensor der Polarisierbarkeit und den 


179 


gegenüber den Hauptachsen dieses Tensors im allgemeinen schief liegenden Vektor des 
Dipolmoments kennzeichnen, Die Kerrsche Konstante ist dann eine bekannte Funk- 
tion der Komponenten dieser beiden Größen, die noch von der Frequenz des ver- 
wendeten Lichtes abhängen werden. Da sich für gewisse organische Moleküle gezeigt 
hat, daß ihr Dipolmoment durch Vektoraddition aus den Momenten der konstituieren- 
den Radikale erhalten werden kann, machen die Verff. versuchsweise eine entsprechende 
Annahme für die Polarisierbarkeit. Dies ermöglicht ihnen im Falle von 4 Chlorben- 
zolen (mono-ortho-meta-para) aus Messungen der Kerrschen Konstanten für zwei der- 
selben die Kerrsche Konstante der übrigen zwei zu berechnen, Ihre vorläufigen 
Messungen reichen jedoch zur Prüfung der aufgestellten Beziehung noch nicht hin. 
R. de L. Kronig (Groningen). 

Ornstein, L. S., und J. Rekveld: Übergangswahrscheinlichkeit im Ramaneffekt. 
(Phys. Inst., Univ. Utrecht.) Z. Physik 68, 257—259 (1931). 

Die Arbeit enthält einige Bemerkungen zu 2 vorhergehenden Abhandlungen 
[Z. Physik 57, 539 (1929); 61, 593 (1930)]. Im Zusammenhang mit diesen Arbeiten 
ist die folgende Formel für das Intensitätsverhältnis zwischen Stokes’schen und Anti- 
Stokes’schen Linien im Ramaneffekt hergeleitet: 

hymn 


Er, 

Tasmaıan alhı 
WO Yn die Übergangsfrequenz ist. Diese Formel ist durch Messungen bestätigt. Ex- 
perimentell und theoretisch ist die folgende Gleichung bestätigt worden: 


Im Pmn?) _ In Pamlr) 

(v I Ya)* (v IE 2 i 
wo D,n(v) eine Übergangswahrscheinlichkeit von m zu n bedeutet. Verff. betonen 
die Analogie von dieser Gleichung mit anderen Fällen, wo es sich um ausgestrahlte 
Intensitäten der Multiplettlinien handelt. T. L. de Bruin (Amsterdam), 

Bartels, Hans, und C. H. Nordstrom: Die strenge Lösung des Harries-Hertzschen 
“ Stoßzahlenproblems und ihre Anwendung auf die zur Untersuchung von Ramaneffekten 
benutzten Anordnungen. Z. Physik 68, 42—63 (1931). 

Das Harries-Hertzsche Stoßzahlenproblem, unter dem man die Fragestellung nach 
der Zahl der Zusammenstöße versteht, die die auf einen bestimmten Auffänger auf- 
laufenden Elektronen in dem streuenden Medium erfahren, wird für den Fall zweier 
paralleler Platten formal exakt für alle Dichten des streuenden Mediums gelöst, Dabei 
wird der von Bartels in einer früheren Arbeit aufgestellte Formalismus zugrunde 
gelegt. Die Behandlung erfolgt nur für den feldfreien Raum. Im Bereiche kleiner 
Dichten gilt, wie zu erwarten war, die Harries-Hertzsche Formel nicht mehr, Ins- 
besondere zeigt sich, daß eine ausgeprägte Abhängigkeit der Stoßzahlen von der 
Richtungsverteilung der in das Medium eintretenden Elektronen vorhanden ist. Werden 
die Resultate für kleine Dichten für das optische Streuproblem umgedeutet, so ergeben 
sich einige wichtige Folgerungen für die zur Untersuchung von Ramaneffekten be- 
nutzten Anordnungen. Es zeigt sich, daß die künstliche Trübung beim Ramaneffekt 
zwar die Ausbeute vergrößert, aber doch keine so wesentliche Hebung der Ausbeute 
zur Folge hat, wie dies von den Experimentatoren angenommen wurde. Vom mathe- 
matischen Standpunkt ist zu bemerken, daß das Stoßzahlenproblem auf eine Integral- 
gleichung führt, deren Lösung mit Hilfe einer von Schwarzschild numerisch berech- 
neten Korrektionsfunktion gelingt. Sexl (Wien). 

Arnot, F. L.: Note on the angular scattering of eleetrons in gases. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 27, 73—76 (1931). 


Wenn ein Elektronenstrahlbündel durch ein Gas geht, entsteht durch die ionisierende 
Wirkung der Elektronen ein radiales elektrisches Feld um den Elektronenstrahl. Verf. unter- 
sucht den Fehler, der durch dieses Feld bei Experimenten über die Streuung von Elektronen 
in Gasen hereinkommt. Es zeigt sich, daß in gewissen Fällen ein merklicher Effekt vorhanden 
sein könnte, Waller (Uppsala). 
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Bartlett jr., James H.: Orbital valeney. (Dep. of Phys., Univ. of Illinois, Urbana.) 
Physic. Rev., II. s. 37, 507—531 (1931). 

Es wird die Wechselwirkung von 2 Atomen mit je einem wasserstoffartigen 2,- 
Valenzelektron berechnet. Die Rechenmethode ist dieselbe, welche Kemble, Zener 
und Guillemin zur Behandlung der angeregten Wasserstoffmolekülzustände ge- 
braucht haben. Für mittlere Abstände hat ein En die tiefste Energie, und zwar wird 
der Gleichgewichtsabstand 2,0 Ä und die Dissoziationsenergie 2,9 Volt. Daß der tiefste 
Zustand ein ?D)} Term ist, wird von dem Verf. dadurch erklärt, daß in diesem Falle 
eine maximale Überdeckung der Ladungen stattfindet. Teller (Göttingen). 

Bewilogua, L.: Interferometrische Messungen an einzelnen Molekeln der Chlor- 
Substitutionsprodukte des Methan. Physik. Z. 32, 265—282 (1931). 

‘ Eine genauere Vermessung einer Molekel (Abstände, Verteilung der Elektronen) 
wurde zum erstenmal möglich auf Grund der Debyeschen Theorie der Streuung von 
Röntgenstrahlen an amorphen Körpern durch Beobachtung der Röntgenstrahl-Inter- 
ferenzen an Gasen. Die vorliegende Mitteilung (Leipziger Dissertation) gibt außer Ver- 
suchsanordnung, Auswertung der Aufnahmen, Messungsergebnissen auch eine Dis- 
kussion der Theorie. Die Annahme kugelsymmetrischer Elektronenverteilung in jedem 
Atom und ihre Berechnung nach Thomas und Fermi erweist sich als ausreichend. 
Ein Vergleich der Röntgenstrahlen-Interferenzen mit den Interferenzen, die man bei 
Elektronenstrahlen erhält, zeigt, daß die ersteren etwas günstiger sind. Die Messungen 
lassen eine genaue Bestimmung der Ol-Cl-Abstände zu, insbesondere ist die Zunahme 
dieser Abstände in der Reihe CCl,, CHC],, CH,0C], sichergestellt. F. Hund (Leipzig). 


Astronomie und Astrophysik. 

Schelling, H. von: Prüfung der Methode Harzers zur Bahnbestimmung nach drei 
Beobachtungen. (Astron. Recheninst., Berlin-Dahlem.) Astron. Nachr. 241, 321—326 
(1931). 

Diese Arbeit stellt einen Auszug aus einer Dissertation des Verf. über die „Dar- 


stellung der Bahn des Planeten 937 Bethgea unter vergleichender Verwendung ver- ° 


schiedener Methoden‘ dar. Hier wird insbesondere ein Vergleich zwischen der klassi- 
schen Bahnbestimmungsmethode von Gauss-Encke und der von Harzer durch- 
geführt. Die Harzersche Methode soll nach ihres Urhebers eigenen Angaben in günstigen 
Fällen eine Ziffernersparnis von 40% gegenüber der Gauss-Enckeschen Methode bringen. 
Das hier benutzte Beispiel ist wegen der stark verschiedenen Zwischenzeiten als un- 
günstig zu bezeichnen. Trotzdem reichten, wie im allgemeinen, vier Harzer-Hypothesen 
aus, die gegenüber 2 Gauss-Hypothesen schon eine Ziffernersparnis von 25—30% 
bedeuten. Nach Gauss-Encke reichten aber 2 Hypothesen keineswegs aus, so daß 
also der Vorteil der Harzerschen Methode bei einer ersten Bahnbestimmung groß ist. 
Dagegen ist Gauss-Encke vorzuziehen, wenn schon eine vorläufige Bahnbestimmung 
vorliegt. Die Harzersche Methode wird schwieriger anzuwenden, wenn (bei großer 
heliozentrischer Bewegung und starker Exzentrizität) die einfache Parameterformel, 
die in ihr eine große Rolle spielt, nicht ausreicht, sondern durch eine strengere und kompli- 
ziertere zu ersetzen ist. Verf. hat versucht, ein Kriterium für die Grenzen der Anwend- 
barkeit der einfachen Parameterformel abzuleiten und hat Tabellen konstruiert, die 
diese Grenzen veranschaulichen. Das Ergebnis ist, daß in den weitaus meisten praktisch 
vorkommenden Fällen die einfache Formel ausreichende Genauigkeit garantiert. 
K. Stumpff (Breslau). 

Kipper, A.: Über eine Methode zur Berechnung der räumlichen Dichte eines 
Sternhaufens aus den gemessenen inneren Bewegungen. Z. Astrophys. 2, 214—216 
(1931). 

Der Untersuchung liegt die Schustersche Lösung der Differentialgleichung der 
polytropen Gaskugel zugrunde, deren Gültigkeit in bezug auf die Sternhaufen vor- 
ausgesetzt wird. Mit Hilfe eines Satzes der kinetischen Gastheorie wird die folgende 


181 


Formel abgeleitet: ö, = 3,2 - 1013 42%}, dabei bedeuten: ö, die Mittelpunktsdichte; 
4? eine Größe, die zwischen 1 und 2 schwankt; v, die mittlere innere Bewegung im 
Mittelpunkt. Der Verf. zeigt, daß man mit den bekannten Beobachtungsdaten auf 
sehr hohe Mittelpunktsdichte von der Ordnung 10% Sonnenmassen pro Parsek® kommt. 
Bestreitet man das Auftreten solcher Dichten, so muß man an der Realität der inneren 
Eigenbewegungen in den Sternhaufen: zweifeln. L. Hufnagel (Berlin). 

Crenna, M.: II postulato di Ritz-La Rosa e le Cefeidi. Atti Accad. naz. Lincei, 
VI.s. 13, 124—127 (1931). 

The postulate referred to is that the velocity of light should be compounded with 
that of its source. By appealing to La Rosa’s astronomical applications of this hypo- 
thesis the author finds an explanation of the faet that in Cepheid variation the maxi- 
mum luminosity coincides with the maximum velocity of approach and the minimum 
luminosity with the maximum velocity of recession. He shows also that short period 
binaries of the Algol type would not, on this hypothesis, show variability at the distance 
of the globular clusters, thus possibly accounting for their apparent absence from the 
elusters. Finally he gives two tentative explanations of the period-luminosity relation 
for Cepheids. W. H. McOrea (Edinburgh). 

MeCrea, W. H.: A „eubieal“ universe. Proc. Edinb. math. Soc., II. s. 2, 158—163 
(1931). 

Als Verallgemeinerung der zuerst von Einstein untersuchten Welt, deren räum- 
licher Teil die ‚‚Oberfläche“ der vierdimensionalen Kugel: 


+2? +2+W— ?=0 (1) 
ist, betrachtet der Verf. eine räumliche ‚„würfelförmige‘ statische Welt der Form 
ar tyra ur ar—0, (n > 0, ganzzahlig), 22) 


deren Zeit, ebenso wie bei (1), ungekrümmt verläuft. Sein Ziel ist die Berechnung des 
Dichteverlaufes und der Gesamtmasse dieser Welt für große n auf Grund der Feld- 
gleichungen ohne kosmologisches Zusatzglied: 

G—39,@=—8nTur. (3) 
Die Fortlassung des kosmologischen Gliedes wird damit begründet, daß der Raum (2) 
außer in den Ecken @=+a,y=-+a, 2=-+a, w=-ta) beliebig genau „eben“ 
ist für genügend große n, während die Mitnahme von Ag„, in (3) eine überall von Null 
verschiedene Krümmung liefere. Man kann die wesentlichen qualitativen Züge dieser 
Welt vorhersagen ohne Rechnung: Da die Gaußsche Krümmung @ nahe den Ecken der 
Welt groß ist, so ist die Materie dort stark konzentriert, während ihre Dichte an anderen 
Stellen beliebig klein gemacht werden kann. Man kann ferner vermuten, daß Form 
und Größe der Welt von einer genügend hohen Konzentration der Materie in den 
Ecken an nicht geändert werden in 1. Näherung, wenn die Konzentration noch weiter 
getrieben wird bei Konstanthaltung der Gesamtmasse. Ebenso kann man sofort sagen, 
daß negative (anisotrope) Drucke (Spannungen) auftreten werden infolge der Weg- 
lassung des A-Gliedes. Wahrscheinlich wird die Mitnahme des A-Giedes die negativen 
Drucke beseitigen. Für einen in einer Ecke dieser Welt stehenden Beobachter wird 
die in den 15 anderen Ecken liegende Materie den Anblick von Nebelflecken bieten: 
6 der „Nebel“ werden in zueinander orthogonalen Richtungen stehen, 8.symmetrisch 
dazu in den entsprechenden Oktanten; der letzte genau gegenüber liegende wird dagegen 
als kontinuierlich (nicht gleichförmig) erhellter Himmel erscheinen. Der Verf. führt 
die Berechnung der Gesamtmasse genähert durch für große n und erhält: 


M=[odu= 1284; (=D). (4) 
Mit dem Gesamtvolumen V = 64a? erhält man die mittlere Dichte 
! M 1,06 


Ge er (5) 
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Es ist bemerkenswert, daß diese Formeln n nicht enthalten. Für die Einsteinsche 
Welt (1) erhält man die entsprechenden Werte 

Mn; V=3n0; =. (6) 
Setzt man M’=M, so kommt 0 = 1,60’. woraus folgt, daß die ‚„‚Würfelwelt‘ bei 
gleicher Gesamtmasse mit der Einsteinschen doch das geringere Volumen besitzt. 
Der Verf. glaubt, daß u. a. namentlich diese letzte Eigenschaft des Modells gültig bleibe 
in weniger speziellen Fällen, die den Verhältnissen der Natur näher kommen. 

O. Heckmann (Göttingen). 

Eddington, Arthur $.: The end of the world: From the standpoint of mathematical 
physies. Nature (Lond.) 1931 I, 447 —453. 

Die Frage nach dem Ende der Welt umschließt drei ineinander verschlungene phy- 
sikalische Fragestellungen, die nach dem räumlichen Ende, die nach dem zeitlichen Ende 
und die wieder ganz andere nach dem Wärmetode der Welt. Der physikalische Raum 
ist ein sphärischer, endlicher, unbegrenzter Raum, der sich nach Lemaitre schnell 
ausdehnt, so daß nur ein überlichtgeschwinder Läufer durch geradlinige Bewegung 
wieder an seinen Ausgangsort zurückkehren würde. Die Zeit hingegen, die mit dem 


Faktor Y—1 (der ja den Unterschied der geschlossenen Ellipse von der offenen Hyperbel 
allgemein repräsentiert) im Linienelement auftritt, kann nicht für geschlossen ge- 
halten werden. Doch könnte man nach dem ‚anderen‘, dem rückwärtigen Ende der 
Zeit, dem „Anfang“, fragen. Entscheidend für den Erfolg dieses Rückwärtsgehens 
aber ist die Kenntnis des wahren Richtungssinnes der Zeit. Diese Entscheidung kann, 
wenn überhaupt, so nur durch ein physikalisches Kriterium herbeigeführt werden, 
also z. B. nicht durch das Bewußtsein des Menschen. Die Eigenschaft der Entropie, 
stets zu wachsen, liefert nun in der Tat diese Entscheidung, und zwar ist dies auto- 
matische Wachstum das einzige physikalische Kriterium. Es liefert unabhängig von 
Ort und Stunde und von allen sonstigen physikalischen Einwirkungen stets in über- 
einstimmender Weise nur die eine selbe Richtung als die des Zeitablaufs. Da aber die 
zunehmende Regellosigkeit ein Effekt ist, der nur_bei großer Teilchenzahl definiert 
werden kann, so verliert die Frage nach dem Ablaufssinn der Zeit ihre Bedeutung für 
ein Teilchen, z. B. ein Elektron. (Diese Interpretation ist eine neue Formulierung des 
Antinomischen der Diracschen Umladewahrscheinlichkeit.) Mit dem Entropiegedanken 
verträglich ist eine Erlösung vom Wärmetod durch (zeitlich) periodisches Schwanken 
der Entropie um ihren Maximalwert. Doch setzt wohl die Lehre vom wachsenden 
Raume diesem Gedanken ein Ende. — Alle Gedanken über das Ende der Welt sind 
Prophezeiungen. Solche aber gibt es nach Heisenberg zuverlässig nur noch nach dem 
Ereignis, auf das sie sich beziehen. Während hierdurch im kleinen jeder Determinis- 
mus gegenstandslos geworden ist, behalten infolge der Mittelwertstendenz von Massen- 
erscheinungen die Vorhersagen im großen ihren Sinn. Heesch (Göttingen). 


Geophysik. 


Bewegung der Erde, Konstitution des Erdkörpers: 

Hahn, Otto: Das Alter der Erde. (91. Vers., Königsberg v. Pr., Sitzg. v. 7.—11. IX. 
1930.) Verh. Ges. dtsch. Naturforsch. 1013—1019 (1931). 

Zusammenfassender Bericht. J. Bartels (Eberswalde). 

Goldsehmidt, V. M.: Geochemische Verteilungsgesetze und kosmische Häufigkeit 
der Elemente. (91. Vers.,; Königsberg i. Pr., Sitzg. v. 7.—11. IX. 1930.) Verh. Ges. 
dtsch. Naturforsch. 999— 1013 (1931). 

Zusammenfassender Bericht. Die Verteilung der Elemente auf die geochemischen 
Zonen wird durch Eigenschaften ihrer Elektronenhüllen geregelt, während die Häufig- 
keit der Atomarten von Eigenschaften des Atomkerns abhängt. Soweit die 
kosmische Materie den Beobachtungen zugänglich ist, scheint sie überall so 
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gleichartig chemisch zusammengesetzt zu sein, daß sich keine systematischen Unter- 
schiede feststellen lassen, in denen sich eine Entwicklungsreihe der Elemente andeuten 
würde. J. Bartels (Eberswalde). 


Holmes, Arthur: Radioaktivität und Geologie. Verh. naturforsch. Ges., Basel 41, 
136—185 (1931). 


Die Arbeit stellt eine von einfachen Grundlagen ausgehende Zusammenfassung der aus 
den Wechselbeziehungen zwischen Radioaktivität und Geologie hervorgegangenen neuen 
Erkenntnisse und Probleme dar, die sich um zwei Hauptfragen gruppieren: einmal diejenige 
der absoluten Länge der geologischen Zeitabschnitte und des Erdalters, zweitens diejenige 
des Wärmehaushaltes der Erde. Zunächst läßt sich bei radioaktiven Mineralien aus dem Ver- 
hältnis des aus dem Zerfallsprozeß hervorgegangenen Bleies zu dem noch vorhandenen un- 
zerfallenen Ausgangsstoff das Mineralalter erschließen. Es werden die Faktoren, die eine 
Verfälschung dieses Verhältnisses bewirken können (Änderungen im Stoffbestand des Minerals 
durch Zu- oder Fortführungen usw.), behandelt, und es wird in einer Tabelle das gesamte, 
für diesen Fragenkomplex heute zur Verfügung stehende Material zusammengestellt und 
geologisch diskutiert. Bei den 23 aufgeführten Mineralien verschiedenen Alters und verschie- 
dener Herkunft zeigt sich auf den ersten Blick die Zunahme des Bleiverhältnisses mit dem 
geologischen Alter; so beträgt es für tertiären Brannerit 0,005, für oberkarbonische Mineralien 
0,039, für oberkambrische 0,056, für solche des oberen Praecambriums 0,082, des mittleren 
Praecambriums 0,16, des ‘unteren 0,225. Schon hieraus erhellt, welche riesigen Zeiträume 
das Praecambrium umfassen muß relativ zu den nachfolgenden geologischen Formationen; 
im Praecambrium vollzieht sich ja auch Entstehung und Hauptentwicklung der Lebewelt. 
Wichtig für den Geologen ist, daß sich bei Mineralien, deren geologische Einordnung unbekannt 
ist, dieselbe aus dem Bleiverhältnis erschließen läßt. Das Material. zeigt, daß die Erde bereits 
vor 1500 Millionen Jahren bestanden hat; andererseits ergibt sich eine obere Grenze für das 
Erdalter zu 2850 Millionen Jahren. Die Bedeutung der Radioaktivität für den Wärmehaus- 
halt der Erde resultiert aus der mit dem radioaktiven Zerfall verbundenen erheblichen Wärme- 
produktion. Die Erde darf nicht, wie früher geschah, als ein sich abkühlender Körper ohne 
innere Wärmeproduktion angesehen werden. Bezüglich des Effektes dieser Wärmeproduk- 
tion stimmte Holmes der schon früher von Joly vertretenen Ansicht zu, daß die in den 
Innenschalen der Erde durch die radioaktiven Prozesse erzeugten Wärmemengen größer 
als die durch Leitung durch den Erdmantel zur Oberfläche fortgeführten seien. Aber da dem 
sich hieraus ergebenden Schluß, daß sich die Erde erwärme, geologische Tatsachen entgegen- 
stehen würden, war von Joly und Holmes die Theorie eines rhythmischen Wechsels von 
Erwärmung und Abkühlung entwickelt worden. Physikalische und geologische Einwendungen 
hiergegen, die von verschiedenen Seiten kamen, führen H. nun dazu, diese Hypothese auf- 
zugeben und sich einer schon von anderen Autoren vertretenen, aber noch nicht thermisch 
begründeten Hypothese anzuschließen, nach welcher die Erdkruste durch Strömungen in 
einer sie unterlagernden magmatischen Schicht zu einer Drift veranlaßt würde, die hier zu 
Zerreißungen (Entstehung von Einbruchspalten, tektonischen Gräben), dort zu Zusammen- 
pressungen führe (Entstehung von Faltengebirgen). In der vorliegenden Arbeit wird die Mög- 
lichkeit und das Vorhandensein solcher Strömungen als Konvektionsströmungen geophysi- 
kalisch begründet, und es wird versucht, aus dem geologischen Befund der Krustenverschie- 
bungen, aus den lokalen Unterschieden in der Dicke der Erdkruste und ihrer magmatischen 
Unterschicht und in der Radioaktivität derselben die möglichen Strömungssysteme abzu- 
leiten. Vor allem den Unterschieden in der Verteilung der Radioaktivität wird die Entstehung 
„zyklonischer und antizyklonischer Strömungssysteme‘ zugeschrieben, die für die Gestaltung 
der Erdoberfläche durch ihre Schollenbewegungen von großer Bedeutung sein sollen. Diese 
Konvektionsströmungen würden auch eine verstärkte Fortführung der radioaktiv erzeugten 
‚Wärme zur Erdoberfläche bewirken. vg, Zr. Lotze (Göttingen). 


Hummel, J. N.: Theoretische Grundlagen für die Erforschung des Erdinnern mittels 
Gleichstrom. (Geophys. Inst., Univ. Göttingen.) Z. Geophys. 7, 182—190 (1931). 


Das auf Messung des „scheinbaren spezifischen Widerstandes“ beruhende, von Wenner 
begründete, von Gish und Rooney fortentwickelte und von J. N. Hummel auf sichere 
theoretische Grundlage gestellte Verfahren zur Untersuchung des horizontal geschichteten 
Untergrundes kann, da seine Tiefenwirkung unbeschränkt ist, grundsätzlich auch zur Er- 
forschung des Erdinnern angewandt werden. Der kugelschalige Bau des Erdkörpers wird ent- 
sprechend der wechselnden Leitfähigkeit der Schalen in der erdoberflächlichen Dichteverteilung 
der Potentiallinien eines dem Erdboden aufgedrückten Potentialfeldes zum Ausdruck kommen 
und durch Messung des absoluten Potentialabfalles bestimmbar sein. Bei Erforschung größerer 
Tiefen kann jedoch die notwendig große Basis nicht mehr als Gerade angesehen werden. Viel- 
mehr ist die Krümmung der Erdoberfläche bzw. der Schichtgrenzen zu berücksichtigen. Verf. 
ermittelt den Ausdruck für den spezifischen Widerstand über völlig homogenem Untergrund, 
wie er sich unter Berücksichtigung der Erdkrümmung’ergibt. Er erhält für den allgemeinen, 
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Fall: 
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. Hierin bedeuten: ö die Richtung des Aufpunktes, bezogen auf den Mittelpunkt einer Kugel 

mit dem Radius R und der Leitfähigkeit o und auf eine Quelle mit der Ergiebigkeit J/4x. 
Der Mittelpunkt des Polarkoordinatensystems fällt mit dem der Kugel zusammen; die Achse 
.geht durch den Quellpunkt. ö’ ist die Richtung desselben Aufpunktes, bezogen auf einen 
zweiten Quellpunkt mit gleichem, aber negativem Betrage der Ergiebigkeit. e und e’ sind die 
entsprechenden Größen für einen zweiten Aufpunkt. Ferner wurde die vereinfachende, der 
Praxis entsprechende Annahme gemacht, daß Quellpunkte und Aufpunkte an der Oberfläche 
liegen. Für den besonderen Fall der Wennerschen Elektrodenanordnung e= 9’ = 26 = 2:', 
.wo jeder Punkt von dem ihm benachbarten gleichen Abstand ö - R besitzt, erhält man 
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Für R = oo nimmt der Ausdruck die bisher für ungekrümmte Basis verwandte und bekannte 
Gestalt an: o = 2röR Ir . Für ein öR = 100 km ergibt sich bei Vernachlässigung der Krüm- 


mung schon eine Abweichung von 1%. Ferner wird der vom Verf. a. a. O. definierte ‚„‚schein- 
bare spezifische Widerstand“ unter der Annahme berechnet, daß die Erdkruste leitend, die 
umschlossene Kugel nichtleitend sei. Hierbei soll die leitende Hohlkugel eine im Verhältnis 
zum Kugelradius R verschwindende aber konstante Dicke h besitzen. Für den Verlauf des 
scheinbaren spezifischen Widerstandes erhält man dann die Beziehung: 
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"worin v= °* das Verhältnis des scheinbaren spezifischen Widerstandes o, zu dem wirklichen 
Eetaschemn Widerstand go der Erdkruste angibt. Die Gleichung gilt streng für beliebiges 
a=ö.R, wenn nur die Bedingung k< R erfüllt bleibt. W. Stern (Köln). 

Belluigi, A.: Dall’utilizzazione del rapporto delle distribuzioni dei campi potenziale 
e elettromagnetico alla determinazione delle caratteristiche di profonditä e potenza dei 
giaecimenti nei rilievi geoelettriei. Gerlands Beitr. Geophys. 1, Erg.-H., 241—254 (1931). 

L’utilizzazione del rapporto delle distribuzioni dei campi potenziale e elettro- 
magnetico si presta, come dimostreremo, ad una determinazione, abbastanza precisa, 
delle dimensioni planimetriche, specialmente nel caso di campi elettromagnetici pola- 
rizzati rettilineamente, Dedotto allora il campo magnetico, il calcolo della profonditä 
minima e massima si puö effettuare con opportune applicazioni della legge di Biot- 
Savart. Autoreferat. 

Diekmann, Theo: Elektrogeophysikalische Feldmessungen mit niederfrequentem 
Wechselstrom. (Geol.-Mineral. Inst., Univ. Köln.) Gerlands Beitr. Geophys. 1, Erg.-H., 
255—285 (1931). 

Durch Messung der Komponentenverteilung und der Richtung des resultierenden Vektors 
eines magnetischen Wechselfeldes über Tage, das durch Beschiekung des Erdbodens mit Wechsel- 
strom.-erzeugt wird, kann der Stromverlauf im Erdboden bestimmt und in seiner geologischen 
Bedeutung diskutiert werden. Jedoch kann der Verlauf des Erdkurzschlußstromes nicht ohne 


weiteres aus den Meßwerten der Komponentenverteilung und der Neigung des resultieren- 
den Vektors abgeleitet werden. Denn das Feld, dessen Bestandteile sie sind, stellt das Resul- 
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‚tierende der sich überlagernden Felder des Erdkurzschlußstromes, des der Zuleitungen und 
des der vom primären Feld im Boden induzierten Sekundärströme dar. Durch Anwendung 
von niederfrequentem (50 Perioden) statt mittelfrequentem Wechselstrom glaubt Verf. die 
Sekundärströme infolge ihrer nunmehrigen geringen Abweichung vom stationären Strömungs- 
verlauf vernachlässigen zu dürfen. In ausgedehnten Messungen wird der Anteil des Magnet- 
feldes der Zuleitungen unter Wechsel der äußeren Bedingungen (Lage und Verlegung der 
‚Zuleitungen) untersucht und seine Bestandteile innerhalb der Größenordnung der Bestand- 
teile des dem Erdkurzschlußstrome zugehörigen Feldes gefunden. Erst nach Eliminierung 
durch vektorielle Subtraktion dieses von den Zuleitungen induzierten Feldes werden Werte 
erhalten, die einer Auswertung zugrunde gelegt werden dürfen. Zur Erleichterung der Deutung 
der Meßergebnisse führt Verf. eine Transformation des Koordinatensystems in bezug auf 
das Oberflächenrelief durch, indem er eine Ebene sucht, der die Strömungsbasis und mit hin- 
reichender Annäherung die Meßpunkte angehören. Nach Durchführung dieser Transforma- 
tion des Bezugsystemes und nach Eliminierung des Magnetfeldes der Zuleitungen wird eine 
Komponentenverteilung erhalten, die für das Überschreiten einer Synkline des geologischen 
Baues des Untersuchungsgebietes charakteristisch zu sein scheint: Umkehrung der H,-, Mini- 
mum der H,- und Maximum der H,-Komponente. Ferner findet Verf. die Verschwenkung 
des Feldes der Bodenströme um so größer, je steiler die Schichten einfallen. 
W. Stern (Köln). 

Graf, Anton: Intensitätsgradienten bei elektrischen Aufschlußverfahren. Gerlands 
Beitr. Geophys. 1, Erg.-H., 286—292 (1931). 

Die eindeutige Ausmessung eines durch galvanische oder -induktive Stromzufuhr an 
der Erdoberfläche entstehenden magnetischen Wechselfeldes erfordert die Anwendung eines 
Zweiphasenkompensators. Verf. zeigt jedoch einen in Meßanordnung und, -ausführung un- 
gleich einfacheren Weg, indem er nicht die Intensität selbst, sondern deren Änderungen inner- 
halb kleiner Abstände mißt, in denen die Phasendifferenz erfahrungsgemäß vernachlässigt 
werden kann. Durch Vergleich des errechneten Normalbildes für den Verlauf des Inten- 
sitätsgradienten mit dem aus praktischen Messungen sich ergebenden gewinnt man ein Mittel, 
scharf begrenzte Dishomogenitäten des Untergrundes in bezug auf die Leitfähigkeit aufzu- 
schließen und zu lokalisieren. Sowohl für Dipol- als für Ringsendung werden Formeln für 
den normalen Intensitätsabfall errechnet und dargestellt. W. Stern (Köln). 


Belluigi, A.: Determinazione gravimetrica di inomogeneitä profonde ineluse in 
piü estese e diverse inomogeneitä. Gerlands Beitr. Geophys. 1, Erg.-H., 227 —234 (1931). 

Riassunto: L’A. esamina l’influenze gravimetriche di una formazione anticlinale 
profonda asimmetrica, infinitamente estesa in una direzione, posta sempre nella stessa 
posizione, ma con nucleo pieno o vuoto, e, se pieno, a densitä uguale, maggiore, minore, 
di quella dei versanti. L’A., dopo l’esame grafico-analitico, fa alcune considerazioni 
riassuntive, mettendo in rilievo la opportunitä di considerare, nello studio dei profili 
osservati, i punti d’inversione, per poter risalire, da essi, alla causa influenzante. 

Autoreferat. 

Koenigsberger, J.: Über die Mittelung von Gradienten und Krümmungswerten 
und die Anwendung einer Undulationsmethode auf Schwerkraftmessungen. Gerlands 
Beitr. Geophys. 1, Erg.-H., 293—297 (1931). 

Im 1. Teil der Arbeit wird ein Mittelungsverfahren für die Gradientenvektoren ange- 
geben, das anwendbar ist, wenn die Inhomogenitäten des Terrains und die Instrumenten- 
meßfehler sich unregelmäßig von Station zu Station ändern. Will man die Isogammen zeichnen, 
so werden die Gradienten von 3—5 Stationen vektoriell addiert, der resultierende Vektor 
durch die Zahl der Stationen geteilt und dem Schwerpunkt der durch die Stationen gebildeten 
Fläche zugeordnet. Zur Ermittlung des regionalen Gradienten werden statt einiger weniger 
‚Stationen sämtliche Beobachtungsorte auf dieselbe Weise berücksichtigt. — Im 2. Teil wird 
angedeutet, wie man mit Hilfe der Methode der kleinsten Wellungen oder Undulationen in 
den Isogammen die verschiedenen Deutungsmöglichkeiten von Drehwaagenmessungen etwas 
einschränken kann. — Der 3. Teil enthält einen Hinweis auf die Feststellung der Inhomo- 
genität der Gegend durch Gradientenmessungen an den Ecken zweier gleichseitiger Drei- 
ecke von 20 und 50 m Seitenlänge. Schlomka (Halle). 

Belluigi, A.: Mezzo e massa anomala nei problemi gravimetriei. Gerlands Beitr, 
Geophys. 1, Erg.-H., 235—240 (1931). Sri 

Riassunto: Nei rilievi gravimetrici in collina & necessario saper ben distinguere 
ciö che si deve intendere per nucleo o massa perturbante e mezzo nel quale il nucleo 
giace. Da questa distinzione dipende oltre il segno della densitä differenziale il calcolo 
dell’influenza morfologica del nucleo stesso. Scopo della Nota & oltre portare esempi 
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di errori che si possono commettere nel caso diinesatta distinzione, di definire esatta- 
mente i concetti di mezzo e massa anomale. Autoreferat. 


Geodäsie: 

@ Jordan, W.: Handbuch der Vermessungskunde. Fortgesetzt v. €. Reinhertz. 
Bd. 2. 1. Halbbd. Feld- und Landmessung. 9., erw. Aufl. Bearb. v. 0. Eggert. Stuttgart: 
J. B. Metzler 1931. XIV, 589 S. RM. 26.—. 

Die großen Fortschritte in der Vermessungstechnik während der letzten Jahre haben 
eine derartige Vermehrung des bisher im 2. Bande des Handbuches untergebrachten Stoffes 
im Gefolge gehabt, daß sich die Teilung des Bandes notwendig erwies. In dem erschienenen 
1. Halbband wird die eigentliche Feld- und Landesvermessung, nämlich die Horizontalauf- 
nahme und ihre Bearbeitung mit Einschluß der trigonometrischen und polygonometrischen 
Grundlagen, behandelt. Die Teilung des Stoffes bot vielfach zu einer gänzlichen Neubearbeitung 
Anlaß, wobei die neuesten Errungenschaften ausnahmslos durch den rühmlichst bekannten 
Herausgeber Berücksichtigung fanden. Infolgedessen sind insbesondere die die Instrumenten- 
kunde behandelnden Kapitel im weitesten Ausmaße umgearbeitet worden; unter den be- 
sprochenen zahlreichen Neukonstruktionen der letzten Jahre fanden natürlich auch der Wild- 
sche Teodolit und der Entfernungsmesser von Boßhardt die ihnen zukommende Würdigung. 
Der Theorie und Praxis der Rechenmaschine wird in der Neuauflage ein weiterer Raum als 
früher zugemessen, wodurch eine gute Übersicht über dieses in raschester Entwicklung be- 
griffene Gebiet erzielt wird. Dasselbe gilt von den Hilfsmitteln zur Flächenbestimmung. Der 
Band bringt die derzeit wohl vollständigste Zusammenstellung über die neuen Planimeter- 
formen. Sehr wird in dem Kapitel über die Koordinatenberechnung die Darstellung der Gauß- 
schen konformen Abbildung begrüßt werden, deren Fehlen in der älteren Auflage gewiß allseits 
in den letzten Jahren schmerzlich bemerkt worden ist. Die Vorzüge der Jordanschen Ver- 
messungskunde sind allgemein bekannt; sie haben das Handbuch zum unentbehrlichen Behelf 
für den praktischen Vermessungsingenieur gemacht. Die Neuauflage läßt keinen der Vorzüge 
vermissen. Sie bietet überdies so viel des Neuen und vielfach des Alten in neuer Form, daß 
ihre Beschaffung auch dort, wo die ältere Auflage zu Gebote steht, unmöglich umgangen werden 
kann. Dem neuen Bande ist auch ein Bildnis und eine Lebensbeschreibung Jordans beigegeben. 

Hopfner (Wien). 

Dupuy, P.: The „Kahn“ system of map projeetion. A method of cartography 
Ppreserving the charaeteristies but remedying the defeets of Mereator’s scale. Aircraft 
Engin. 3, 57—60 (1931). 

Die gewöhnliche Mercator-Karte zeichnet sich bekanntlich durch folgende wich- 
tigen Vorzüge aus: Die Winkel auf der Kugel bleiben erhalten, die Loxodromen auf 

der Kugel werden durch gerade Linien dargestellt. Die Nachteile der Mercator-Karte 
bestehen darin, daß größte Kreise (abgesehen von den Meridianen und dem Äquator) 
nicht durch einfache Linien abgebildet werden, und daß mit Annäherung an die Pole 
die Flächen stark vergrößert wiedergegeben werden. — L. Kahn untersuchte die 
Abweichungen zwischen einem größten Kreise und einer Loxodrome und fand ins- 
besondere, daß sie für den üblichen praktischen Gebrauch hinreichend klein sind für 
eine Zone, die nicht mehr als 15 Breitengrade vom Aquator entfernt gelegen ist. — 
Auf Grund dieser Untersuchung konstruierte L. Kahn neue Karten, in denen der 
größte Kreis durch 2 Hauptpunkte (z. B. Paris und New York auf einer Routenkarte 
für Amerikafahrten) gleichsam als ‚Äquator‘“ gewählt und das diesen umgebende 
Gebiet nach Mercators Methode abgebildet wird. Die erwähnten Nachteile der 
gewöhnlichen Mercator-Karte werden auf diese Weise weitgehend herabgemindert. — 
Insbesondere für Flugkarten hat diese Abbildung Bedeutung, vornehmlich für aus- 
gedehnte Ozeanflüge, wie an Beispielen gezeigt wird. Schmehl (Potsdam). 


Erdmagnetismus, Luftelektrizität, Höhenstrahlung: 


Brüche, E.: Störmers, Polarlichttheorie in Experimenten. I. Ebene Bahnen. (Forsch.- 
Inst. d. A.E.G., Berlin.) Z. Astrophys. 2, 30—69 (1931). 

Von der Sonne werden dauernd Elektronen in den Weltenraum ausgesandt. Zu einem 
kleinen Teil gelangen sie in die Nähe der Erde und werden durch deren magnetisches Feld 
in gewisse Bahnen gezwungen. Die Gestalt dieser Bahnen ist vor einigen Jahren von Stoer- 
mer berechnet worden. Dem Verf. ist es vor kurzem gelungen, fadenförmige leuchtende 
Elektronenstrahlen von bis zu 1 m Länge herzustellen, die sich vorzüglich zur experimentellen 
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Darstellung der Stoermerschen Bahnformen eignen. In dem vorliegenden 1. Teil werden 
noch nicht die komplizierten räumlichen, sondern die einfacheren ebenen Bahnformen be- 
handelt. Das Hauptziel ist die experimentelle Darstellung der verschiedenen Kurvenarten; 
‚auf die mathematische Behandlung ist daher weniger Wert gelegt. Die Arbeit enthält 41 Ab- 
bildungen — hauptsächlich Lichtbilder verschiedener Elektronenstrahlkurven — und gliedert 
sich folgendermaßen: Geschichtliche Einleitung; erster Überblick über die Theorie und ihre 
Erfolge; die Elektronenstrahlen und ihre Photographie; das Erdmodell und sein Feld; Ex- 
perimentelles über die Apparaturen; Dimensionsbetrachtungen, c-Kreis und Annäherungs- 
grenze; Beschreibung der äquatorialen Bahnen durch. y-Werte; die äquatorialen nicht- 
periodischen Einzelbahnen; die äquatorialen periodischen Einzelbahnen. Schlomka. 

Persieo, E.: I raggi eosmiei. (Istit. di Fisica, Univ., Firenze.) Scientia (Milano) 49, 
81—94 (1931). 

Esposizione riassuntiva sulla radiazione penetrante con particolar riguardo ai raggi 
ecosmici, per i quali I’A. discute le ipotesi formulate circa la loro origine, ponendo in risalto 
quella secondo la quale i raggi cosmici sarebbero vibrazioni eteree, ultra-y, finch& arrivano 
al limite dell’atmosfera, mentre attraversando quest’ultima catturano degli elettroni dalle 
molecole d’aria giungendo sulla terra accompagnate da velocissimi corpuscoli (ultra-ß). Segue 
l’esame delle probabili cause atte ad originare la radiazione primaria in rapporto all’ipotetico 
fenomeno dell’annichilazione della materia ed alla sintesi degli elementi. Bossolasco. 

Regener, E.: Durehdringende Höhenstrahlung (Ultrastrahlung) und kosmisches 


Geschehen. Elektrotechn. Z. 1931 I, 97—102. 

Gute gemeinverständliche Einführung, die insbesondere auch die Versuche des Verf. 
im Bodensee schildert. Dann wird kurz der Zusammenhang mit der Quantentheorie dar- 
gestellt, sowie die Mutmaßungen über die Entstehung der Ultrastrahlung: Radioaktivität 
oder Zerstrahlung von Materie. Fritz Bartels (Magdeburg). 

Millikan, Robert A.: Present status of theory and experiment as to atomie dis- 
integration and atomie synthesis. (California Inst. of Technol., Pasadena.) Nature 
(Lond.) 19311, 167—170. 

Bericht (Rede) über neuere, aus der Erforschung der Höhenstrahlung gewonnene Anhalts- 
punkte für die Neubildung höherer Atome aus Wasserstoff. Der Massendefekt bei der Bil- 
dung der häufigsten Elemente: Sauerstoff, Silicium und Eisen gibt nach der Formel hv = Mc? 
Anlaß zu Strahlungen, die (nach den Massenbestimmungen von Aston) 4-, 7- und 14mal 
so energiereich sind, wie die bei der Heliumbildung entstehenden, die bekanntlich 10mal 
härter sind als die härtesten y-Strahlen. Je energiereicher die Strahlung, desto tiefer ist 
die Materieschicht, deren sie bedürfen, um sich mit ihren Sekundärstrahlen ins Gleichgewicht 
zu setzen. Verf. hat im Sommer 1930 in 14000 Fuß Höhe beobachtet; dort ist für die ‚„‚Helium- 
strahlen‘ Gleichgewicht anzunehmen, denn ihr Absorptionskoeffizient stimmt mit dem nach 
der Klein-Nishinaschen Formel berechneten überein. Bei den Sauerstoff-, Silieium- und 
Eisenstrahlen bestehen Defekte von 17, 30 und 60%, die in Reihenfolge und Größe genau 
den theoretischen Härteunterschieden entsprechen, wenn man annimmt, daß für sie Gleich- 
gewicht noch nicht erreicht ist. Die Höhenstrahlung hängt nicht von der Stunde und der 
geographischen Breite ab (Churchill, Manitoba 59° N, Pasadena 34° N), woraus zu schließen 
ist, daß sie nicht von Elektronen gebildet wird und insbesondere auch noch nicht Anlaß gehabt 
hat, Sekundärelektronen zu bilden. Dafür spricht auch das länger bekannte Vorhanden- 
sein eines Maximums des Ionisierungsvermögens in der Erdatmosphäre. Verf. vermutet 
daher ihren Ursprung im interstellaren Raume. Wessel (Coimbra). 

Rossi, B.: Sull’origine della radiazione penetrante corpuscolare dell’atmosfera. 
Nuovo Cimento, N.s. 8, 49—70 (1931). , 

Le esperienze fondamentali di Bothe e Kolhöster, ponendo in evidenza una 
radiazione corpuscolare alla quale sembra lecito far risalire tutte le manifestazioni 
della radiazione penetrante sinora conosciute, hanno spinto I’A. ad intraprendere 
nuove misure per decidere se nello schermo assorbente impiegato nelle esperienze nascono 
nuovi raggi corpuscolari, eseguendo un confronto diretto fra l’assorbimento della 
radiazione corpuscolare e quello della radiazione penetrante, misurandoli ambedue 
in identiche condizioni geometriche e filtrando preventivamente la radiazione allo 
scopo di evitare le complicazioni della zona di passaggio. Prescindendo dalla descrizione 
dei dispositivi e dei procedimenti sperimentali, rileviamo che il Rossi interpreta la 
piccola differenza trovata fra l’assorbimento della radiazione corpuscolare e quella 
della radiazione penetrante come dovuta al sorgere di nuovi raggi corpuscolari nello 
schermo (piombo). Discutendo poscia la conseguenze di tale spiegazione ed esaminando 
con opportuni calcoli la questione se possa ammettersi che tutta la radiazione corpus- 
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colare venga generata nell’atmosfera, l’A. trova che in quest’ultima possibilitä i risultati 
dell’esperienza portano necessariamente a concludere che i raggi corpuscolari debbono 
avere un potere di penetrazione maggiore degli stessi raggi y che li hanno generati. 
Riepilogando, allo stato attuale delle cose sono possibili due ipotesi: 1) Tutta la radia- 
zione corpuscolare osservata viene generata nell’atmosfera terrestre, ossia la radiazione 
penetrante primaria € una radiazione ultra-y pura. 2) La radiazione penetrante &, 
sin dal suo entrare nell’atmosfera, composta di raggi y e di raggi ß; questi ultimi essendo 
stati forse generati in altre parti dell’Universo dalla radiazione ultra-y stessa. 
Bossolasco (Turin). 

Chapman, $.: The absorption and dissociative or ionizing effeet of monochromatie 
radiation in an atmosphere on a rotating earth. Proc. phys. Soc. Lond. 43, 26—45 (1931). 

Folgendes idealisierte Problem wird behandelt: Monochromatische Strahlung fällt auf 
die Erde. Die Lufthülle, deren Dichte mit der Höhe exponentiell abnimmt, absorbiert diese 
Strahlung. Dadurch tritt Dissoziation und Ionisation ein. Die entstehenden Produkte sollen 
sich ohne merkbare Diffusion wieder vereinigen. Ermittelt werden die Ionenerzeugung und 
die Ionenzahl pro Kubikzentimeter als Funktion der Zeit, der geographischen Breite, sowie 
der Höhe des Ortes und der Sonnendeklination. — Bei der Integration der Diffgl. für die Ionen- 
erzeugung wird von der Erdkrümmung abgesehen, so daß insbesondere die Vorgänge um 
Sonnenauf- und -untergang nicht ganz exakt erfaßt werden (weitere Arbeit in Aussicht). Die 
Diffgl. für die Ionenzahl wird numerisch integriert. Zahlreiche graphische Darstellungen 
veranschaulichen die überaus reichen Ergebnisse der Arbeit, besonders schön Abb. 12—17, 
wo man fast einen Atmungsvorgang zu verfolgen glaubt. Schließlich wird versucht, soweit 
das bei dem kärglichen Beobachtungsmaterial möglich ist, auf Grund der Theorie zahlenmäßig 
etwas über den Ionisationszustand der höchsten Atmosphärenschichten auszusagen. — Berich- 
tigung: In Tafel 1 müssen alle Werte z (6, ©) mit 2,3 multipliziert werden. Fritz Bartels. 

Hulburt, E. 0.: Atmospherie ionization by cosmie radiation. Physic. Rev., II. s. 37, 
1—8 (1931). 


Linke, F.: Die nächtliche effektive Ausstrahlung unter verschiedenen Zenitdistanzen. 
Meteor. Z. 48, 25—31 (1931). 


L’A., rilevando come le osservazioni eseguite sinora sull’effettiva radiazione notturna 
vennero sempre limitate alla radiazione complessiva di una superficie orizzontale verso 
l’emisfero celeste, analizza quanto concerne la valutazione della quantitä di calore emessa 
di notte da una superficie comunque inclinata. A tal scopo espone dapprima varie considera- 
zioni sulla tecnica strumentale delle misure, passando quindi a discutere i fattori che regolano 
Vintensitä e l’andamento della radiazione effettiva fra lo zenit e l’orizzonte. Merce osservazioni 
compiute da P. Dubois tale andamento & risultato esprimibile con ottima approssimazione 
dalla relazione: e, = e, cost z, il parametro r essendo calcolabile con apposite formole, in dipen- 
denza anche della pressione p del vapor acqueo al suolo. Rispetto alla radiazione di una super- 
ficie verticale, ’A. trova in appresso che la radiazione di una superficie orizzontale € 1,71 
oppure 1,83 oppure 1,93 volte ma&giore, secondo che l’aria & molto secca (r = 0,2), di media 
(r = 0,4) ovvero di elevata umiditä (r = 0,6). Calcolati i valori della radiazione verso il cielo 
di un cilindro verticale e di una sfera per diversi valori di r, I’A. conclude rilevando come la 
conoscenza della radiazione verso lo zenit e del parametro r render& possibile valutare quale 
parte del calore irrädiato dalla superficie terrestre perviene negli spazi cosmici andando persa 
per la terra e qual’& quella che viene soltanto emessa verso gli strati dell’alta atmosfera senza 
separarsi quindi dal nostro globo. Le ricerche dovranno adunque essere rivolte allo studio 
della dipendenza che intercede fra e, ed r coi vari fattori meteorici: la relazione di A. Ängström 
sulla radiazione di una superficie orizzontale in funzione della temperatura e del contenuto 
di vapor acqueo, per quanto notevole, non si pud estendere al fine di distinguere la radia- 
zione negli spazi cosmici da quella diretta verso gli alti strati dell’atmosfera. Con r = 0,11 
+ 0,034 p, la formola di Ängström fornisce: 


2,11 + 0,034 p 
2n 


& (0,21 + 0,26 - 10-907 7) 74. 10-10, 


relazione empirica, per la quale & particolarmente desiderabile un controllo a mezzo di misure 
attinometriche, essendo stata dedotta con valori medii per il decremento delle temperatura 
e del vapor acqueo con l’altezza. Bossolasco (Turin). 

Tuwim, Leo: Riehtungsmessungen der Höhenstrahlung mit einem Zählrohr. (Höhen- 
strahlungslaborat., Meteor.-Magnet. Observat., Potsdam.) Sitzgsber. preuß. Akad. Wiss., 
Phys.-Math. Kl. H. 4/5, 91—106 (1931). 

Bisher wurden Richtungsmessungen der Höhenstrahlung ausgeführt mit Ionisations- 
kammern bei Ausblendung bestimmter Teile der Himmelshalbkugel durch absorbierende 
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Substanzen, durch photographische ‚Aufnahmen der Bahnen von Höhenstrahlelektronen 
mit der Wilson-Kammer, und durch Beobachtungen mit zwei Zählrohren. In der vorliegen- 
den Arbeit wird gezeigt, wie man die Richtungsverteilung der Höhenstrahlen ermitteln kann 
durch Messungen mit nur einem Zählrohr, ohne daß die Abblendung der entsprechenden 
Richtungen durch Bleipanzer oder dergleichen erforderlich wäre. Die Brauchbarkeit des 
neuen Verfahrens — Drehung langer Zählrohre um eine Horizontalachse — wird durch mehrere 
Meßreihen belegt; die zur Auswertung der Beobachtungen erforderlichen Integrationen werden 
ausführlich dargelegt und in Tabellenform wiedergegeben. Die eingehende theoretische Be- 
handlung zeigt, daß man bei Absorptionsmessungen der Höhenstrahlung mit Zählrohren 
den Absorptionskoeffizienten aus der Absorptionskurve nicht nach dem für Ionisationskammer- 
messungen geltenden Gesetz berechnen darf, daß ferner bei Richtungsmessungen mit Panzern 
ebenfalls grundsätzliche Unterschiede zwischen Zählrohr- und Ionisationskammermessungen 
vorhanden sind, daß der Barometereffekt bei vertikaler Lage des Zählrohres größer sein muß 
als bei horizontaler Lage oder als bei Ionisationskammern, und daß man schließlich aus den 
angegebenen Messungen und Formeln die Anzahl der Höhenstrahlen berechnen kann, die 
1 gem der Erdoberfläche im Meeresniveau in der Zeiteinheit treffen (36 Stöße in der Stunde). 
Die Arbeit klärt so eingehend das gegenseitige Verhalten von Höhenstrahlmessungen mit 
Ionisationskammern und Zählrohren; der Unterschied läßt sich anschaulich so formulieren: 
Die Ionisationskammer mißt die absorbierte, das Zählrohr die auffallende Energie. 
Schlomka (Halle). 
Itiwara, Yo: Zur Methodik der Ionenzählung in der freien Atmosphäre. (Physi- 


kal. Inst., Univ. Graz.) Physik. Z. 32, 97—106 (1931). | 


Hess, V. F.: Bemerkungen zur vorstehenden Arbeit des Herrn Yo Itiwara. (LZehr- 
kanzel f. Experimentalphysik, Unw. Graz.) Physik. Z. 32, 106 (1931). 


Meteorologie: 

Ahlborn, Fr.: Zur Dynamik des Regens. Physik. Z. 32, 139—147 (1931). 

Es ist eine verbreitete Vorstellung, daß frei fallende Flüssigkeitstropfen das Profil ge- 
ringsten Luftwiderstandes annehmen, also hinten spitz zulaufen. Verf. weist darauf hin, 
daß diese „Tropfenform“ nur die Form abtropfender, sehr viscoser Flüssigkeiten sei und 
daß man bei Regentropfen aus Gründen der Liquidität und Oberflächenspannung durchaus 
eine allerseits runde Form annehmen müsse; es ist sogar nach Lenards Fallversuchen Ab- 
plattung in der Bewegungsrichtung zu erwarten. Verf. kann, indem er Tropfen von Chloro- 
form und CS, in Wasser fallen läßt, die Abplattung mit einfachen Hilfsmitteln nachweisen. 
Sie nimmt mit der Größe der Tropfen zu und hängt von der Fallgeschwindigkeit ab. Der 
fallende Tropfen weist eine innere rotatorische Bewegung auf, was man in extremer 
Form an den wohlbekannten Figuren beobachten kann, die in Wasser fallende Tintentropfen 
bilden. Sie wird ohne Zweifel auch in den Regentropfen durch die Luftreibung und: äußere 
Druckverteilung in Gang gesetzt. Verf. demonstriert das durch geeignetes Anblasen von Flüssig- 
keitsoberflächen (Photogramme) und begründet darauf sehr einleuchtende Vorstellungen 
über das Instabilwerden von Regentropfen, das bekanntlich für die Gewittertheorie 
von fundamentaler Bedeutung ist. — Weiterhin eingehende, aus visueller Beobachtung hervor- 
gegangene Skizzen über die Vorgänge beim Einschlagen von Regentropfen in Wasser und 
einige Bemerkungen über die vom Regen verursachte Luftzirkulation. Wessel (Coimbra). 

Möller, Fritz: Austausch und Wind. (Meteorol.-Geophysikal. Inst., Univ. Frank- 
furt a. M.) Meteor. Z. 48, 69—80 (1931). 

Eine kritische Untersuchung über die Methoden der Berechnung des Austausch- 
koeffizienten (A) aus der Verteilung des Windvektors in der Vertikalen und über die 
dabei auftretenden Fehlerquellen. Folgende Vereinfachungen, die gewöhnlich zwecks 
Berechnung von A vorgenommen werden, liefern durchweg Fehler von der Größen- 
ordnung von A selbst: 1. Intervallweise Berechnung von A unter Annahme konstanter, 
für jedes Intervall verschiedener A; 2. Verwendung (zeitlicher) Mittelwerte des Ge- 
schwindigkeitsvektors d, hierbei ist für kleine Höhen das mittlere A gleich dem harmo- 
nischen Mittel der einzelnen A-Werte; 3. Vernachlässigung des Beschleunigungs- 
gliedes (d).in Einzelfällen. Möller ist deshalb der Meinung, daß allein die gleichmäßige 
Berücksichtigung aller Glieder der hydrodynamischen Gleichungen 


od 0 (A Od 
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und die Anwendung derselben auf Einzelfälle der einzige Weg ist, um für größere Höhen 
zuverlässige A-Werte zu erhalten. Das dazu notwendige Beobachtungsmaterial soll 


190 


aus möglichst vielen, in kürzester Zeit (so daß A und & als von t unabhängig betrachtet 
werden können) am gleichen Ort vorgenommenen Pilotvisierungen gewonnen werden, 

H. Ertel (Berlin). 

Mügge, R.: Synoptische Betrachtungen. (Meteorol.-Geophysikal. Inst., Univ. Frank- 
furt a. M.) Meteor. Z. 48, 1—11 (1931). 

In dieser Arbeit wird das Wettergeschehen der gemäßigten Zone unter dem Gesichts- 
punkt der Steuerung der unteren Luftströmungen durch die Druckverteilung in den oberen 
Schichten (in der Stratosphäre) behandelt. Verf. unterscheidet 3 Hauptwettertypen: 1. Der 
polare oder Westwettertyp ist gekennzeichnet durch Vorherrschen einer Westdrift, in 
welcher fortgesetzt kältere und wärmere Luftmassen verfrachtet werden und miteinander in 
Wechselwirkung treten. Die einzelnen Wettererscheinungen zeigen dabei eine sehr charak- 
teristische Beziehung zur augenblicklichen Druckänderung: Bei abnehmendem Luftdruck ver- 
schlechtert sich das Wetter rasch und neigt unter Bildung hoher Schichtwolken zu Nieder- 
schlag, mit einsetzendem Druckanstieg tritt rasche Aufheiterung ein. Die Steig- und Fall- 
gebiete des Luftdrucks machen sich im Isobarenverlauf als Hochdruckkeile und Teiltiefs be- 
merkbar. Dieser Wettertyp weist die von G. Stüve mit „aktiv“ bezeichneten Gleitformen 
auf, für deren Zustandekommen Zunahme der allgemeinen Strömung mit der Höhe eine ge- 
eigneteVorbedingung ist. Daraus ergibt sich die Rolle der Druckverteilung in den oberen 
Luftschichten für die Entstehung des Westwettertyps. Bei diesem Witterungstyp besteht 
ein starkes stratosphärisches Druckgefälle von niederen nach höheren Breiten, das die Zug- 
richtung der Steig- und Fallgebiete regelt und durch seine Größe (Steilheit) die Geschwindig- 
keit der unteren Luftkörper, also das Wettertempo, bestimmt, 2. Der subtropische Wetter- 
typ ist durch Gleitbewegungen passiver Art gekennzeichnet, bei denen entweder ein warmer 
Luftkörper durch kalte Luft verdrängt wird (Einbruch) oder aber infolge rascherer Bewegung 
einer unteren kälteren Masse langsam nachrutscht. Bei diesem Typ ist das Wetter bei (meist 
langsam) fallendem Barometer heiter bis wolkenlos, während bei steigendem Luftdruck Be- 
wölkung und Regenneigung, in der wärmeren Jahreszeit vielfach Gewitterneigung auftritt. 
Auch im Gebiet des subtropischen Typs ist in den hohen Schichten der Atmosphäre noch ein 
polwärts gerichtetes Druckgefälle vorhanden, aber der Betrag dieses Gefälles ist viel kleiner 
als beim ersten Typus, so daß es sich nicht mehr überall bis zum Boden hin durchsetzt. In- 
folgedessen tritt in den Hochdruckkeilen, die durch die unteren Kaltluftkörper gebildet werden, 
vielfach ein äquatorwärts gerichtetes Gefälle mit nach oben abnehmendem Ost- oder Südost- 
wind auf. Infolge des geringen oberen Gefälles ist das Wettertempo verringert, 3. Das 
Schauerwetter tritt in Mitteleuropa namentlich bei über der Ostsee liegenbleibenden und 
sich nochmals vertiefenden Zyklonen ein. Die in mehr oder weniger regelmäßigen Abständen 
aufeinanderfolgenden Regen- oder Gewitterböen sind bedingt durch Trägheitsschwingungen 
der Luftströmung infolge einer instabilen Schichtung äquatorwärts vordringender Kaltluft- 
massen, F, Baur (Frankfurt a. M.). 

Ludloff, H.: Zur Frage der Stabilität der Zyklonenwellen. Ann, Physik, V.F. 8, 
615—648 (1931). 

Diese aus äußeren Gründen sehr verspätet zum Abdruck gelangende Göttinger Disser- 
tation aus dem Jahre 1924 untersucht die Stabilität der Polarfront mittels der Theorie 
der langen Wellen mit kleiner Amplitude. Das Problem wird rein hydrodynamisch 
aufgefaßt, d.h.ohne Berücksichtigung thermodynamischer Einflüsse, und es gelingt 
dem Verf., die Aufgabe auf Eigenwertprobleme zurückzuführen, von denen verschiedene 
Spezialfälle diskutiert werden. Es zeigt sich, daß sich Labilität nur bei kleinen Wellen 
einstellt (falls sie überhaupt auftritt), daß dagegen die Labilität der großen Zyklonen- 
wellen als hydrodynamisches Stabilitätsproblem allein nicht zu verstehen ist, sondern 
die Berücksichtigung thermodynamischer Vorgänge erfordert. — Die Voraussetzungen, 
die der Verf. zwecks Durchführung seiner Rechnungen macht, sind allerdings ziemlich 
einschneidender Art: Die aneinander grenzenden Luftkörper werden inkompressibel 
vorausgesetzt, mit konstanter Dichte bis zur Stratosphärengrenze, die ihrerseits als 
feste Wand bei den Grenzbedingungen berücksichtigt wird.  H. Ertel (Berlin). 

Ertel, Hans: Zur Theorie der atmosphärischen Turbulenz. Z. angew. Math. u, 

Durch Anwendung der Methoden der statischen Mechanik auf die atmosphärische 
Turbulenz wurde in neuerer Zeit gezeigt, daß für die Geschwindigkeiten der turbulenten 
Strömung die Maxwellsche Verteilung vorliegt. Dabei wurde vorausgesetzt, daß 
die Geschwindigkeitskomponenten voneinander unabhängig sind. Wegen der An- 
fechtbarkeit dieser Annahme (Korrelation) geht der Verf. dieser Arbeit zunächst von 
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einem allgemeinen Verteilungsgesetz aus und zeigt, daß durch eine andere plausible 
Forderung für die Horizontalkomponente sich die Maxwellsche Verteilung ergibt, 
während der gesamte Geschwindigkeitsvektor nicht nach dem Maxwellschen Gesetz 
verteilt sein kann, da dies im Widerspruch zu den hydrodynamischen Differential- 
gleichungen stehen würde. Schlichting (Göttingen). 


Raethjen, P.: Zur Thermo-Hydrodynamik der Böen. Meteor. Z. 48, 11—22 (1931). 

In dieser Arbeit versucht der Verf. seine früheren hydrodynamischen Betrach- 
tungen zur Mechanik der Böen (Meteorol. Z. 1930, 431) in thermodynamischer Hin- 
sicht zu erweitern, indem er auf fast 60 Jahre zurückliegende Gedanken von Helm- 
holtz zurückgreift, wonach die beträchtliche kinetische Energie der Böen haupt- 
sächlich durch die Kondensation geliefert werden soll. Die nähere Durchrechnung 
zeigt, daß bei Berücksichtigung der durch die Umlagerung feuchtlabiler Luftmassen 
freiwerdenden Kondensationswärme sehr wohl die erforderlichen Vertikalgeschwindig- 
keiten (5—6 m/sec) zustande kommen können. Mit Hilfe des Hamiltonschen Prin- 
zipes wird dann plausibel gemacht, daß die Umlagerung der anfänglich instabil ge- 
schichteten Luftmassen derart erfolgt, daß Horizontaltransporte nach Möglichkeit ver- 
mieden werden, was zur „walzenförmigen‘‘ Fortbewegung der Böen führt, Indem 
Raethjen zeigt, daß die Böe nicht immer mit einem Kaltlufteinbruch am Boden 
verbunden zu sein braucht, sondern der Temperaturrückgang am Boden aus den mit 
der Stabilisierung der Luftmassen verknüpften thermodynamischen Prozessen (Schmel- 
zung des Schnees und Verdunstung des Regensin den unteren Schichten) erklärt werden 
kann, gelangt er zu ähnlichen Ergebnissen wie kürzlich v. Ficker [Über die Entstehung 
lokaler Wärmegewitter, Sitz.-Ber. Akad. d. Wiss. Berlin, Phys.-Math. Kl. (1931)], welcher 
zeigte, daß der bei der Ausbreitung der Wärmegewitter mitwirkende Kaltluftkörper 
in den unteren Luftschichten anfänglich nicht vorhanden ist, sondern erst als Folge 
eines in höheren Schichten (cu-castell.-Niveau) beginnenden und immer weiter zum 
Boden durchgreifenden Umschichtungsprozesses entsteht. — Die Druckstufe dürfte 
sich nach Raethjen mehr als hydrodynamische Wirkung der aus der Böenwolke 
ausfallenden Regenmassen, denn als statische Wirkung des Kaltlufteinbruches erklären, 
während der vorangehende Druckfall durch den ‚aufsteigenden Ast‘‘ der Böenwalze 
verursacht ist. — Zum Schluß werden noch die Strömungsvorgänge bei Böen ohne 
und mit Kaltlufteinbruch am Boden näher diskutiert, H. Ertel (Berlin). 


Peppler, W.: Kaltluftvorstöße in der freien Atmosphäre. Z. angew. Meteor. 48, 
58—61 (1931). 

Neben dem Schmidtschen Böenkopf als häufigster Form des Kaltluftvorstoßes kommen 
noch keilförmiger Vorstoß in mittleren Höhen (häufig an Böenlinien von Teildepressionen) 
und Vorstoß in Form von Verzahnung im Grenzraum kalter und warmer Luftströme vor. 

Haurwitz (Leipzig), 


Palmen, E.: Die Beziehung zwischen troposphärischen und stratosphärischen Tem- 
peratur- und Luftdruckschwankungen. (Über die Natur der sogenannten primären und 
sekundären Druckwellen.) Beitr. Phys. fr. Atmosph. 17, 102—116 (1931). 


Bei Beachtung der großen vertikalen Gradienten der potentiellen Temperatur und des 
meridionalen Temperaturgefälles in der Stratosphäre versteht man, daß Störungen in der 
allgemeinen troposphärischen Zirkulation auch starke Luftdruck- und Temperaturschwankungen 
in der unteren Stratosphäre erzeugen müssen. Diese Temperaturschwankungen sind; teils 
durch Vertikalbewegungen, teils durch Advektion zu erklären. Durch sie wirkt die Strato- 
sphäre kompensierend auf das Strömungs- und Druckfeld. Diese Verhältnisse haben zu der 
Auffassung geführt, daß sich die Luftdruckschwankungen am Erdboden aus zwei Arten von. 
Elementarschwankungen zusammensetzen, einer stratosphärischen und einer troposphärischen, 
die gewöhnlich entgegengesetzte Vorzeichen haben. Dieses Ergebnis ist jedoch nur scheinbar. 
In Wirklichkeit sind die Vorgänge in der Troposphäre wenigstens bei allen kräftigeren Luft- 
druckschwankungen bestimmend. Die Bearbeitung der Registrierballonaufstiege vom 14. bis 
16. IV. 1925 bestätigte diese Auffassung. Die Aufstiege von Sealand zeigen einen Fall, wo. 
die untere Stratosphärengrenze wegen der kräftigen Verwirbelung einer Zyklone bis zu 5 km. 
Höhe heruntergesaugt wurde, wobei die entsprechende Temperatur der Substratosphäre 
— 30° betrug. In diesem extremen Fall können die Änderungen von Temperatur und Höhe: 
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der Substratosphäre nicht nur durch Advektion erklärt werden. Die Untersuchung dieses 
und anderer Fälle zeigt, daß man eine einheitliche Auffassung der atmosphärischen Störungen 
erhalten kann, wenn man die kräftigen stratosphärischen Temperatur- und Luftdruckschwan- 
kungen als erzwungen durch die troposphärischen Vorgänge ansieht. So lassen sich auch in 
einfacher Weise eine Reihe von empirisch gefundenen Beziehungen zwischen Temperatur- 
und Luftdruckschwankungen in verschiedenen Höhen erklären. Haurwitz (Leipzig). 


Albrecht, F.: Über die „‚Glashauswirkung‘ der Erdatmosphäre und das Zustande- 
kommen der Troposphäre. Meteor. Z. 48, 57—68 (1931). 

Der Verf. setzt die Grundgleichung des Strahlungshaushaltes der Erde in folgender 
Form an: i 
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in welcher a = 0,43 die Gesamtalbedo der Erde, S die Solarkonstante, o die Stefan- 
Boltzmannsche Konstante, 97 die Mitteltemperatur der Luft an der Erdoberfläche, 
©, die Mitteltemperatur der Emissionsschicht bedeuten und in der das Gebiet der Durch- 
lässigkeit des Wasserdampfes auf die Bande 9—12 u beschränkt wird. Aus den Ab- 
sorptionseigenschaften und der vertikalen Verteilung des Wasserdampfes ergibt sich 
die Lage der (wenige Kilometer dicken) Emissionsschicht zwischen 0,015 und 0,15 mm 
Dampfdruck. Der in dieser Schicht durch Ausstrahlung entstehende Wärmeverlust 
verursacht in und unterhalb der Emissionsschicht eine absteigende Konvektion, die 
in den Gebieten der Erde mit geringer Strahlungsaufnahme die alleinige Ursache der 
Troposphäre ist. Deren obere Begrenzung fällt somit in diesen Gebieten mit der Emis- 
sionsschicht zusammen, während in den Gebieten mit starker Strahlungsaufnahme 
der Erdoberfläche durch Hinzutreten der aufsteigenden Konvektion die Stratosphäre 
weit über die Emissionsschicht emporsteigt. Mit Hilfe der Hypothese, daß durch ver- 
mehrte Einstrahlung die Verdunstung und Kondensation und somit die Albedo ver- 
größert und damit die Wärmeaufnahme so lange gedrosselt wird, bis in der Emissions- 
schicht wieder Temperaturen herrschen, deren Sättigungsdampfspannung in der Nähe 
des der Emissionsschicht zukommenden Wasserdampfgehaltes liegen, ergibt sich die 
Folgerung, daß in allen Wasserdampf enthaltenden Atmosphären der Weltkörper die 
Temperatur der Emissionsschicht eine universelle Konstante ist und ungefähr bei 
223° abs. liegt. Die Arbeit schließt mit einer Anwendung dieser Resultate auf die 
Planeten und einigen Ausführungen über die einschlägigen Arbeiten von Simpson und 
Mügge. H. Ertel (Berlin). 


Meereskunde: 


Sverdrup, H. U.: The origin of the deep-water of the Paeifie Ocean as indieated 
by the oceanographie work of the Carnegie. (Dep. of Terrestrial Magnetism, Carnegie 
Inst., Washington.) Gerlands Beitr. Geophys. 29, 95—105 (1931). 

Qualitative Betrachtungen über Temperatur und Salzgehalt in den Ozeanen führen 
unter Berücksichtigung der Tiefenkarte der in Frage kommenden Meeresbecken zu dem 
Schlusse, daß das Tiefenwasser des Pazifischen Ozeanes im östlichen Teile des Arktischen 
Indischen Ozeanes gebildet wird. Diese Annahme wird durch die Sauerstoffverhältnisse in 
den betreffenden Wassermassen bekräftigt. Haurwitz (Leipzig). 

Rauschelbach, H.: Beiträge zur Bearbeitung von Gezeitenstrombeobachtungen. 
I. Die harmonische Analyse von Gezeitenstrombeobachtungen. (Dtsch. Seewarte, Ham- 
burg.) Ann. Hydrogr. 59, 88—95 (1931). 

Die Gezeitenströme werden in zwei zueinander senkrechte Komponenten zerlegt, 
die .den Achsen eines willkürlichen, aber fest gewählten Koordinatensystems parallel 
sind. Diese Komponenten können der harmonischen Analyse nach den Regeln für die 
vertikale Gezeitenbewegung unterzogen werden. Die Formeln zur Ermittelung der 
halbtägigen Sonnentide und ihrer Obertiden werden entwickelt. Hopfner (Wien). 


